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лагранжевой координатой 
1

24wa   свободная вихревая поверхность будет закручиваться по часовой стрелке, 

так как в этой точке  
2 0w   и она является точкой локального максимума. 

Таким образом, из результатов расчетов следует, что после установления периодического режима обте-
кания крыла, приведенного в движение из состояния покоя, в плоскости 2 0x   образуются вихревые ядра, 
которые сносятся потоком, вращаясь при этом по или против часовой стрелки в зависимости от знака ком-

поненты 
2
w  вектора w . Вихревые ядра верхнего ряда (см. Рис. 3) вращаются против часовой стрелки (в 

точках свободной вихревой поверхности, образующих эти ядра, 
2 0w  ), а вихревые ядра нижнего ряда - по 

часовой стрелке (в точках свободной вихревой поверхности, образующих эти ядра, 
2 0w  ). На Рис. 3 изоб-

ражено одно такое ядро, поскольку к моменту времени 3t   после начала движения крыла из состояния 
покоя успевает образоваться только это ядро. 
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О ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ЭВОЛЮТЕ В 
2
H  
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В псевдоевклидовом пространстве [1: 246] 
3
1R  определено скалярное произведение 

332211, yxyxyxyx   и псевдовекторное произведение [2: 69], [3] ),),(( 122131132332 yxyxyxyxyxyxyx  . 
Обозначим 1,1)()()(:{ 12322213

1
2  xxxxRxH .      (1) 

Гиперболоид 
2
H  является моделью плоскости Лобачевского 2L . Метрика на 

3
1R  индуцирует риманову 

метрику на 
2
H . На кривой 

2
H  можно ввести естественную параметризацию. 

Итак, рассмотрим кривую )(:2 sxxH   , где s - длина дуги. Обозначим 
)(s

ds
dx


. 

Разложим вектор ds
d

ds
xd 
2

2

 на касательную ek g  и нормальную nkn  составляющие, где ng kk , - геодезическая 
и нормальная кривизны кривой  , соответственно. 

В нашем случае 1,  nkxn . Определен ортогональный репер [3] { ex ,, }: 
1,,1,,1,,,,  eexxexxeex         (2) 

Итак, [3] 



 gg k

ds
dexek

ds
d

ds
dx

 ,,
        (3) 

Окружность, принадлежащая 
2
H : 1,,0,))(( 2  XXaXCXCsXF , имеет с кривой   в точке 

0s соприкосновение второго порядка ([4: 40], если 
0|,0|,0))((

00 2

2

0  ss ds
Fd

ds
dFsxF

. Используя (2),(3), находим  
0,,0,),,1(

2
1, 2  xCxCCCaxC

. Таким образом, exkxxC g || . 
Замечаем, что рассматриваемая окружность есть соприкасающаяся окружность, которая получается пе-

ресечением соприкасающейся плоскости кривой   со сферой 
2
H  

Рассмотрим те кривые , для которых векторC имеет мнимую длину. 
Положим 

2
 HCc  . Имеем )1(, 22  dkcc  . 

Так как 1,  cc , то 012  gk . Таким образом, 
1),(

1

1 2

2



 gg

g

kexk
k

c

.   (4) 
Кривая 

~ )(scc  называется [3] гиперболической эволютой кривой  . 
Для 

3
1R  определен репер Френе },,,{ x  и формулы Френе [2: 70] 
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1,,1,,1,
,,,

,,,,





















ds
dk

ds
dk

ds
d

ds
dx

,        (5) 
где ,0k - кривизна и кручение кривой,  , - орты главной нормали и бинормали кривой, соответствен-

но. 

Сравнивая (3),(5), находим 12 




g

g

k

xek


,       (6) 

12 




g

g

k

exk


,           (7) 

Так как 


 kxek
ds
d

g 
, то следует 

Теорема 1. Кривизна кривой   равна 12  gkk       (8) 
Сравниваем (4),(6). Имеет место  

Теорема 2. Радиус-вектор гиперболической эволюты
~

 равен вектору   бинормали исходной кривой. 

Теорема 3. Кручение кривой   равно 12 




g

g

k
k



.      (9) 

Доказательство. 




11
)(

1
223

2 














g

g

g

g
g

g

gg

k
k

x
k

k
exk

k

kk
ds
d

. Сравнивая с (5), получим теорему. 
Определим репер Френе { 

~,~,~
} для гиперболической эволюты ~ . Имеем 

||
~

~

~
,||~,









sd
Cddssd

ds
d

ds
dC

. 
Итак, )(,~  sign .         (10) 
Из (10) следует 
Теорема 4. Касательная к гиперболической эволюте~  параллельна главной нормали исходной кривой . 

Имеем 




 ~~)(
||~

~
~
~

kk
sd

ds
ds
d

sd
d



. Так как 2

22
2~






kk
, то 022 k . 

Отсюда вытекает 

Теорема 5. Кривизна k~ гиперболической эволюты~  равна 
0,

||
~ 22

22




 


 kkk
  (11) 

Имеем 22

~










k
k

,          (12) 

22

~










k
k

.           (13) 

Теорема 6. Кручение 
~

гиперболической эволюты
~

 равно )(||
~

22 









k
kk

.   (14) 
Доказательство.  



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
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










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1

~

~
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




















k
kkk

k

kk

k
kk

k

kk
ds
d

sd
d

 
Откуда следует (14). 
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