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СВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ОБТЕКАНИЯ ЦИЛИНДРА К УРАВНЕНИЮ 

ДЛЯ ВЕРТИКАЛЬНОЙ КОМПОНЕНТЫ СКОРОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕННОМ СЛУЧАЕ 
 

Работа поддержана АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы»,  
проект 2.1.1/500 и ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры  

инновационной России» на 2009 - 2013 годы. 
 
В настоящей работе рассматривается получение одного уравнения для вертикальной компоненты скоро-

сти из системы уравнений обтекания цилиндра в пространственном случае. 
Непрерывную стратификацию в среде можно представить, как наложение друг на друга большого числа 

тонких слоев, плотность которых различна. 
Тогда на каждой границе между этими слоями при возникновении возмущения поверхности раздела бу-

дет создаваться и распространяться гравитационная поверхностная волна (как на поверхности раздела меж-
ду водой и атмосферой). 

При стремлении числа слоев к бесконечности (их толщины, соот-
ветственно, к нулю) и стремлении разрыва плотности жидкости 
между слоями к нулю получим непрерывное распределение плотно-
сти по высоте, а совокупность возникающих возмущений и будет 
представлять собой внутреннюю волну. 

В стратифицированной, но не вращающейся жидкости возвра-
щающая сила существует только благодаря плавучести. Колебания 
относительно устойчивого состояния называются внутренними гра-
витационными волнами, что отражает как их динамическое проис-
хождение, так и тот факт, что они возникают внутри жидкости, а не 
на верхней свободной поверхности разрыва плотности в отличие от 
более известных поверхностных гравитационных волн. 

Заметим, что внутренние волны возникают при обтекании пре-
пятствий [4] и при движении тела в стратифицированной среде [2; 5; 
6; 7; 11]. 

Как и в предыдущих работах [8; 9; 10] рассматриваем стационар-
ный случай. 

Выпишем линеаризованные уравнения гидродинамики несжима-
емой стратифицированной жидкости в приближении Буссинеска 
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Отметим следующие перспективы моделирования обтекания тела стратифицированным потоком: 
 Иногда форму обтекаемого тела моделируют с помощью задания системы источников и стоков [2] на 

оси потока или с помощью диполя (например, для шара), полагая, что вблизи тела течение будет близким к 
течению в однородной среде, что оправдано при преобладании инерционных свойств течения (больших зна-

чениях внутреннего числа Фруда 
2

2 2 1U
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 ). Для шара уравнение неразрывности принимает вид: 
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здесь M  - момент диполя. 
 Для автоматического учета условия излучения (выбора при решении направления обхода контуров в 

комплексной плоскости) можно использовать [1] искусственный прием - введение в уравнения движения 
искусственной вязкость по Релею 1 : 
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с последующим предельным переходом 1 0  . 
 То же справедливо, если оставить в уравнениях движения нелинейные слагаемые, соответствующие 

уравнениям Навье-Стокса: 

0
0 0

1U v p v g z


 

  
        ,  (4.1-3) 

здесь   - кинематический коэффициент вязкости. 
Уравнения гидродинамики с учетом искуственной вязкости по релею (приближение ) и наличия дипо-

лей (приближение ) принимают вид: 
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Если в набегающем потоке не было сопротивления завихренности z , то течение в плоскости ,x y  по-
тенциальное [12]. 
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Таким образом, учитывая отсутствие смещения при x   , линии равного уровня смещения относи-
тельно равновесия - линии равной завихренности!!! 

2

0
y

N
U

   . 

Получим теперь уравнение для вертикальной компоненты скорости 'w , исключив 'p , ' , 'u  и 'v  из 
системы (5). 

Из (5.4): 
2 2 2 2

2 2
0

u v w M
x x y x z x

    

      

  
      (6) 

   0 1 2
x y
 


 

 
 

 
: 

2 2 2 2

0 0 0 12 2 2

' ' ' ' ' 'u v p p u vU
x y x x y x y

     
  

      

   
        

  
 (7) 

 
Подставим (7) в (6) 0 0U : 
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   - частота Вяйсяля для несжимаемой среды. 
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Преобразуем последнее выражение: 
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и окончательно: 
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Вывод уравнения Гельмгольца с учетом вязкости среды для плоского случая достаточно подробно при-
веден в работе [8]. 
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ПЕРЕХОД К ЛАПЛАС-ОБРАЗАМ ПРИ РЕШЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

НА ПРИМЕРЕ АСР 
 
Построение математической модели, всесторонне охватывающей физический процесс или явление, в не-

которых случаях приводит к сложным и громоздким соотношениям. Поэтому решающую роль в математи-
ческом моделировании играет правильный выбор модели, которая была бы не слишком сложна и учитывала 
интересующую сторону рассматриваемого процесса.  

Исследование автоматической системы регулирования (АСР) осуществляется посредством дифференци-
альных уравнений, которые определяют сущность происходящих процессов в системе независимо от прин-
ципов ее действия, назначения, конструкции. Нахождение и аналитическое решение дифференциального 
уравнения существенно упрощается при использовании прикладных математических методов операционно-
го исчисления. 

Дифференциальное уравнение элемента регулирующей системы в общем случае имеет вид: 
1 2
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где y  - выходная величина элемента (в отклонениях от состояния равновесия); x  - входная величина 
элемента (в отклонениях от состояния равновесия); 1 2 1 0 1 2 1 0, , , , , , , , , , ,n n m ma a a a a b b b b b   - постоянные 
коэффициенты, определяемые особенностями и параметрами настройки элемента. 

Для решения дифференциального уравнения (1) построим Лаплас-образы функций времени ( )y t  и ( )x t : 
( ) ( )y t Y p

 , ( ) ( ),x t X p

  
и перейдем от дифференциального уравнения (1) к алгебраическому относительно изображения при ну-

левых начальных условиях, обычных для большинства АСР. В данном случае операционный метод облегча-
ет отыскание требуемых функций времени, так как преобразование Лапласа превращает одну из независи-
мых переменных (по которой производится преобразование) в параметр, понижая тем самым число этих пе-
ременных на единицу. 
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