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Однако в нашем случае сумма всех ситуаций будет равной 1, либо 100%, так как мы рассматриваем все-
возможные ситуации, которые могут произойти. Игрок X - пользователь программы, который пытается 
определить оптимальную стратегию для реализации своего проекта. Игрок Y - совокупность  всех препят-
ствий, которые могут привести к провалу проекта. F - оптимальная стратегия игрока X, которую вычисляет 
система. 

На входе пользователь указывает последовательность событий с указанием их сложности и возможного 
риска. На выходе мы получаем граф, вершинами которого являются события, а ценой каждого ребра - слож-
ность реализации. Если имеется возможность риска, создается новое ребро к вершине «провал», ценой ребра 
является степень риска. С помощью модернизированного алгоритма Краскала система вычисляет оптималь-
ную стратегию (последовательность ребер, ведущих к вершине «успех») и наиболее вероятную возможность 
провала (последовательность ребер, ведущих к вершине «провал»). 

 
Список литературы 

 
1. Костюкова Н. И. Система принятия решений по технологии Data Mining // Материалы Седьмой международной 

конференции памяти академика А. Е. Ершова «Перспективы систем информатики». Новосибирск, 2009. С. 72-76. 
_____________________________________________________________________________________________ 
 
 
УДК 532.517.4:536.24 
 
Игорь Евгеньевич Лобанов  
Московский авиационный институт (государственный технический университет) 
 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРЕДЕЛЬНОГО ТЕПЛООБМЕНА ПРИ ИСКУССТВЕННОЙ 
ТУРБУЛИЗАЦИИ ПОТОКА В ПЛОСКИХ КАНАЛАХ С ТУРБУЛИЗАТОРАМИ НА ОБЕИХ СТОРОНАХ 
 

Данное исследование выполнено при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований  
(грант РФФИ № 09-08-00440); Президента РФ по государственной поддержке научных  
исследований молодых российских учѐных - докторов наук (грант МД № 1420.2008.8). 

 
Интенсификация теплообмена путем турбулизации потока не требует существенного увеличения внеш-

них размеров плоских каналов и поэтому применима в любых плоских каналах. Изготовление турбулизато-
ров на наружной поверхности каналов не связано со значительными технологическими трудностями. 

Схема интенсификации теплообмена для плоского канала посредством установки двойных турбулизато-
ров показана на Рис. 1. В данном случае рассматривается случай установки симметрично расположенных 
одинаковых турбулизаторов на обеих сторонах плоского канала, для которых реализуется симметрия гео-
метрии канала и симметрия течения. 

В отдельных случаях может возникнуть несимметричный режим течения, который здесь не рассматрива-
ется, поскольку он менее распространен и нехарактерен для предельного случая. 

Моделирование предельных изотермических теплообмена и сопротивления при турбулентном течении в 
плоских каналах за счет турбулизации потока производится по методике, аналогичной методике, применен-
ной для круглых труб [1; 3; 5; 6; 10; 11] и кольцевых каналов [2; 4; 9; 14; 15] с турбулизаторами. 

При моделировании предельного теплообмена для плоского канала, интенсифицированного посредством 
периодически расположенных поверхностных двойных турбулизаторов, будут справедливы все допущения, 
применяемые при расчете предельного теплообмена для круглых труб [1; 3; 5; 6; 10; 11] и кольцевых кана-
лов [2; 4; 9; 14; 15] с турбулизаторами, но радиус максимальной скорости будет расположен на оси плоского 
канала. 

Расчет предельного теплообмена в плоском канале с симметричными двойными турбулизаторами сходен 
со случаем плоского канала с турбулизаторами на одной стороне плоского канала, однако он обладает опре-
деленными особенностями. 

Аналогичным образом поток разбивается на вязкий подслой и турбулентное ядро и интегрируется для 
детерминирования среднерасходной скорости.  

Коэффициент предельного гидравлического сопротивления определим, исходя из выражения для сред-
нерасходной скорости турбулизированного потока xw : 

1

0

,x xw w dY             (1) 

где х - координата в продольном направлении; Y = y /(H/2) - безразмерная поперечная координата; y - ко-
ордината в поперечном направлении; H - ширина плоского канала. 

                                                           
 Лобанов И. Е., 2010 
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В дальнейшем поступим так же, как и для случая моделирования предельного теплообмена в круглой 
трубе с турбулизаторами [1; 3; 5; 6]; соответствующие профили скоростей гипотетически принимаются та-
кими же, как и для случая в трубе. Подобный подход был применен для случая плоского канала с односто-
ронними турбулизаторами потока. 

После соответствующих сокращений получим нелинейное уравнение для предельного коэффициента 
гидравлического сопротивления плоского канала с двойными турбулизаторами (аналогичное уравнение для 
односторонних турбулизаторов было получено в [8]): 
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где А, В, ,  - константы, детерминируемые так же, как в [1; 3; 5; 6]: А - характеризует среднюю границу 
струйной области; В - характеризует коэффициент пропорциональности между продольной скоростью и 
скоростью трения (константы А = 15114 и В = 6,58,5 при изменении Re = 104

105);  = 0,443 - константа 
для универсального профиля скорости в турбулизированном потоке;  = 0,013 - константа для струйного яд-
ра потока, характеризующая начальную турбулентность; Re - число Рейнольдса по эквивалентному диамет-
ру канала;  - коэффициент сопротивления плоского канала с турбулизаторами. 

Как видно, выражение для предельного коэффициента гидросопротивления для плоского канала с двой-
ными турбулизаторами отличается от аналогичного соотношения для плоских каналов с односторонними 
турбулизаторами [8], но это отличие довольно незначительно. 

Диаметр гладкого канала принимается равным диаметру оребренного канала. Скорость потока детерми-
нировалась по сечению канала без оребрения. Вышеуказанный подход в полной мере правомерен, посколь-
ку при рассматриваемом типе предельной турбулизации используются относительно невысокие выступы 
[Там же]. 

За определяющий размер взят эквивалентный диаметр плоского канала: dэ = 2H. 
На Рис. 2 приведены расчетные абсолютные значения предельного коэффициента гидравлического со-

противления для плоского канала c двойными турбулизаторами в зависимости от числа Рейнольдса, полу-
ченные в результате численного решения уравнения (3), из которого видно, что с повышением числа Рей-
нольдса происходит падение коэффициента сопротивления. Для сравнения приведены аналогичные соотно-
шения для плоских каналов с односторонними турбулизаторами [Там же], из чего видно, что предельное 
гидросопротивление для двойных турбулизаторов в плоском канале всегда выше, чем для односторонних, 
но это превышение незначительно. 

Важным показателем является относительный предельный коэффициент гидравлического сопротивления 
для плоского канала с двойными турбулизаторами /гл, показанный на Рис. 3; для сравнения приведены 
аналогичные данные для круглой трубы, извлеченные из [1; 3; 5; 6] и для плоского канала с односторонними 
турбулизаторами [8]. 

Гидравлическое сопротивление для гладкого плоского канала рассчитывалось, исходя из эмпирических 
зависимостей, приведенных в [7; 13]. 

Из Рис. 3 видно, что максимум отношения /гл происходит при намного более высоких числах Рейноль-
дса и его значение несколько выше, чем для круглой трубы, и выше менее чем на 15% аналогичных значе-
ний для плоских каналов с односторонними турбулизаторами. 

Последнее указывает на то, что предельное течение для плоского канала с двойными турбулизаторами 
потока обладает более высоким относительным сопротивлением. 

Численное решение нелинейного уравнения (3) для предельного коэффициента гидравлического сопро-
тивления для плоского канала позволяет определить предельный теплообмен для этих условий. 

Число Нуссельта при стабилизированном течении для «внутренней» (нижней) стенки Nu1∞ плоского ка-
нала с двусторонним обогревом, согласно [12; 17], равно: 

2

1
0

1
0

1
1Nu
2 Pr1

Pr

Y
x

x

T

T

w dY
w

dY






 
 

  
 
 

 




1

1
02

1 0 0

1
1 ,
2 Pr1

Pr

Y
x

Y
xс x

с xT

T

w dY
wq w dY dY

q w





  
  

   
  
        


     (4) 

где Pr - число Прандтля; PrT - турбулентное число Прандтля; T - турбулентная динамическая вязкость; 

 - динамическая вязкость; 2

1

c

c

q
q

 - заданное отношение тепловых потоков при наружном и внутреннем обо-

греве, соответственно.  
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Таким образом, для расчета предельного теплообмена в плоском канале с турбулизаторами необходимо 
определить интегралы, содержащиеся в (4), для всего канала. Для этого плоский канал разбивается на три 
подслоя с каждой из сторон, т.е. моделируется шестислойной схемой турбулентного пограничного слоя: для 
обеих интенсифицированных сторон с 

1cq  и 
2cq - вязкий подслой, промежуточный подслой, турбулентное 

ядро. 
При расчете предельного теплообмена для круглой трубы с турбулизаторами в [10; 11] было показано, 

что использование допущения 1x

x

w
w

  относительно незначительно влияет на окончательный результат рас-

чета теплообмена; точно такой же вывод можно сделать и для предельного теплообмена для условий плос-
кого канала с двойными турбулизаторами. 

При расчете предельного теплообмена в плоских каналах с двойными симметричными турбулизаторами 
потока основным случаем следует признать случай симметричного теплового нагружения  2 1c cq q , так 
как двойные турбулизаторы гораздо сильнее увеличивают гидравлическое сопротивление, нежели теплооб-
мен, по сравнению с односторонними. Для этого случая осредненное число Нуссельта при стабилизирован-
ном течении равно: 
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Следовательно, имеет место возможность аналитического решения задачи о предельном теплообмене 
для плоского канала с двойными турбулизаторами с двусторонним подводом тепла; согласно принципу ад-
дитивности, выражения для интегралов, входящих в правую часть выражений (4), (5), для каждого из соот-
ветствующих подслоев Ii примут вид: 
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где индекс i, равный 1, 2, 3 - вязкий подслой, промежуточный подслой, турбулентное ядро, соответ-
ственно. 

После вычисления данных интегралов, аналитические зависимости для Ii  1 3i    в (6) выглядят сле-
дующим образом. 
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Расчетные значения предельных чисел Нуссельта для плоских каналов с двойными турбулизаторами для 
Pr = 0,72 и Pr = 10 в зависимости от числа Рейнольдса приведены на Рис. 4. 

Расчетные значения для предельного относительного теплообмена для воздуха в плоском канале с двой-

ными турбулизаторами при обогреве только внутренней стенки 11 11Nu /Nu гл 
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 в зави-

симости от числа Рейнольдса для различных значений параметра R1 приведены на Рис. 5. Для сравнения 
приведены также значения Nu /Nuгл  для круглой трубы с турбулизаторами, a также 11 11 гNu /Nu л 

 для 

кольцевого канала 1
1
4

R  , 1
1
2

R   и 1
3
4

R   (R1 - отношение диаметров внутренней и наружной труб кольце-

вого канала) с турбулизаторами на внутренней трубе с аналогичными граничными условиями и аналогич-
ные значения для плоских каналов с односторонними турбулизаторами. Значения 11Nu гл

 выбирались по 
эмпирическим формулам, приведенным в [15]; в дальнейшем те же зависимости были использованы и при 
расчете 1Nu гл

. 
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Представленные данные по теплообмену дают возможность сделать общий следующий вывод: относи-
тельный предельный теплообмен в плоском канале с двусторонними турбулизаторами потока снижается с 
увеличением числа Рейнольдса (несмотря на то, что имеет место как увеличение, так и снижение предельно-
го гидравлического сопротивления канала), уменьшаясь с увеличением числа Рейнольдса. 

Для всех случаев относительный предельный односторонний теплообмен для плоского канала с двусто-
ронними турбулизаторами при обогреве только внутренней стенки всегда ниже, чем для круглой трубы с 
турбулизаторами, и выше, чем для кольцевого канала. Следовательно, с точки зрения предельной турбули-
зации наибольшая интенсификация имеет место для круглой трубы с турбулизаторами, для плоского канала 
с турбулизаторами на обеих поверхностях интенсификация теплообмена ниже, еще ниже она для кольцевого 
канала с турбулизаторами на внутренней стенке. Предельный относительный теплообмен для плоского ка-
нала с двойными турбулизаторами несколько выше, чем для плоских каналов с односторонними турбулиза-
торами, однако это превышение невелико. 

После сравнения теоретических данных по предельному теплообмену для плоского канала с двойными 
турбулизаторами с теоретическими данными для круглой трубы [1; 3; 5; 6], а также с кольцевым каналом 
[9], следует перейти к сравнению его с соответствующими существующими экспериментальными данными. 

Наиболее подходящими для вышеуказанного сравнения являются экспериментальные данные, приве-
денные в [17; 18]. В работах [Ibidem] указывается, что существующие экспериментальные данные позволя-
ют при насыщении интенсификации теплообмена, происходящего в случае, когда турбулизаторы выходят за 
пределы ламинарного и переходного слоев, достигнуть значений роста теплоотдачи в 22,8 раза при росте 
гидравлического сопротивления в 3,356 раза [Ibidem], в то время как теоретическое значение предельного 
теплообмена, полученное по методике, разработанной в рамках данной работы, приближается к 3,0. Следо-
вательно, теоретические данные, хорошо коррелируя с экспериментальными, указывают на то, что при дан-
ном методе интенсификации теплообмена выявлены почти все его резервы [8]. 

На Рис. 6 показан относительный предельный теплообмен 1 1Nu /Nu гл 
 при двустороннем обогреве для 

плоского канала с двусторонними  турбулизаторами и для  кольцевого  канала. 

Из Рис. 6 отчетливо видно, что обогрев наружной стенки 2
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 существенно снижает относительный 

предельный теплообмен 1 1Nu /Nu гл 
 на поверхностях как для плоского, так и для кольцевого каналов. 

Снижение предельного относительного теплообмена 1 1Nu /Nu гл 
 для плоского канала при 2
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 про-

исходит несколько слабее, чем для кольцевого канала, поэтому в этом отношении плоский канал с двойны-
ми турбулизаторами предпочтительнее кольцевого; однако для плоского канала с односторонними турбули-
заторами вышеупомянутое снижение происходит несколько слабее, чем с двусторонними, что обусловлива-
ет редукцию последних по отношению к первым в этом отношении. Следовательно, максимальный пре-
дельный теплообмен для плоского канала 1 1Nu /Nu гл 

 может быть получен при одностороннем обогреве 
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. В данном исследовании не рассматриваются случаи с отрицательными значениями 2
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. 

После рассмотрения влияния на предельный теплообмен в плоском канале с двойными турбулизаторами 
режима течения теплоносителя, граничных условий теплообмена необходимо рассмотреть его зависимость 
от числа Прандтля. На Рис. 7 приведена зависимость предельного теплообмена в плоском канале с двойны-
ми турбулизаторами при обогреве только внутренней стенки 11 11Nu /Nu гл 

 в зависимости от числа Пранд-
тля при фиксированном числе Рейнольдса Re = 104; расчетные данные для других чисел Рейнольдса имеют 
сходный характер.  

Для сравнения приведены соответствующие данные по относительному предельному теплообмену 
11 11Nu /Nu гл   для кольцевого канала с турбулизаторами на внутренней трубе с R1 = 0,5 и для круглой трубы 

с турбулизаторами (Nu /Nu )гл   при прочих равных условиях (для Re = 104). 
Анализ данных по предельному теплообмену в плоских каналах с двойными турбулизаторами в зависи-

мости от числа Прандтля, представленных на Рис. 7, показывает, что относительный предельный теплооб-
мен 11 11Nu /Nu гл   для плоского канала с двойными турбулизаторами довольно резко снижается с увеличе-
нием числа Прандтля, но оно несколько ниже, чем для плоских каналов с односторонними турбулизаторами. 

Наибольшие значения предельного относительного теплообмена для плоского канала (с односторонними 
и двусторонними турбулизаторами) как и в случае предельного теплообмена для круглой трубы находятся в 
области газообразных теплоносителей. 

Очевидно, что снижение относительного предельного теплообмена 11 11Nu /Nu гл   для плоского канала 
при увеличении числа Прандтля происходит гораздо быстрее, чем для круглой трубы, и практически так же, 
как для кольцевого канала с турбулизаторами на внутренней трубе. 
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Следовательно, круглая труба с турбулизаторами имеет преимущество для интенсификации теплообмена 
при более высоких числах Прандтля не только перед кольцевыми каналами с турбулизаторами на внутрен-
ней трубе [9], но и перед плоскими каналами с турбулизаторами, как с односторонними, так и двусторонни-
ми. 

Важным показателем зависимости предельной интенсификации теплообмена для различных каналов от 
числа Прандтля является такое число Прандтля, при котором предельная интенсификация становится рав-
ной единице.  

Например,  Nu /Nu 1,00гл max    достигается для круглой трубы с турбулизаторами при Pr = 85,6 (при 

использовании для расчета Nu гл
 формулы Диттуса-Боэлтера). Следует отметить, что значения 

 11 11Nu /Nu гл max 
 и  Nu /Nu гл max 

 реализуются при различных числах Рейнольдса для разных каналов. 

Для кольцевого канала с турбулизаторами на внутренней трубе  11 11Nu /Nu 1,00гл max    достигается при 

Pr = 11,6 для 1
3
4

R  ; при Pr = 7,9 для 1
1
2

R   и при Pr = 7,5 для 1
1
4

R  . 

Для плоского канала с турбулизаторами на внутренней поверхности при одностороннем обогреве 
 11 11Nu /Nu 1,00гл max    достигается при Pr = 17,3 [8], а для плоского канала с двойными турбулизаторами 
потока при одностороннем обогреве вышеуказанный параметр достигается при Pr = 18,6. 

Следовательно, для плоских каналов с односторонними и двусторонними турбулизаторами предельная 
интенсификация теплообмена возможна при более высоких числах Прандтля, чем для кольцевых каналов, 
но и по этому показателю они также уступают круглым трубам. 

В работах [1; 3; 5; 6] было теоретически доказано, что для круглых труб с турбулизаторами в случае пре-
дельного теплообмена в определенной области чисел Рейнольдса   4Re 1 2 10   перенос теплоты преобла-

дает над переносом импульса, а затем, вплоть до 4Re 5 10  , перенос теплоты становится меньшим, чем пе-
ренос импульса; после чего различие между ними снижается [Там же].  

Разработанная выше методика расчета предельного теплообмена и гидравлического сопротивления для 
плоских каналов с двойными турбулизаторами позволяет построить для них аналогичную закономерность. 

Указанная закономерность для воздуха отражена на Рис. 8, где показана зависимость 

 11 11Nu  /NuΞ(Re) : Re
ξ /ξ

гл

гл

  . Для сравнения приведены соответствующие данные для круглой трубы с тур-

булизаторами [Там же]  
Nu  /NuΞ(Re) : Re

ξ /ξ
гл

гл

 
 

 
 

.  

Из Рис. 8 видно, что параметр  для плоского канала с двойными турбулизаторами составляет гораздо 
меньшую величину, чем для круглой трубы, и несколько меньшую, чем для плоских каналов с односторон-
ними турбулизаторами, но это снижение довольно мало. 

Последнее указывает на то, что круглая труба имеет преимущество с точки зрения предельной интенси-
фикации теплообмена по сравнению с плоским каналом. 

Анализ приведенных расчетных данных для предельного теплообмена - гидросопротивления  для плос-
ких каналов с двойными турбулизаторами потока показывает, что достижение незначительного превышения 
предельного теплообмена над плоскими каналами с односторонними турбулизаторами потока сопровожда-
ется большим превышением предельного гидравлического сопротивления, что указывает на редукцию 
двойных турбулизаторов по отношению к односторонним в отношении параметра . Вышеприведенные вы-
воды имеют место и для непредельных случаев теплообмена, рассмотренных в данном томе с теоретиче-
ской, а в [16] - с экспериментальной точек зрения. 

Кроме того, для плоского канала как с односторонними, так и с двусторонними турбулизаторами уже нет 
областей с преобладанием переноса теплоты над переносом импульса, а также отсутствует область сниже-
ния преобладания переноса импульса над переносом теплоты (при приближении к 5Re 10  значения  
только в некоторой степени стабилизируются), что характерно для круглой трубы. 

Последнее является дополнительным доводом для редукции плоского канала как с односторонними, так 
и с двусторонними турбулизаторами по отношению к круглой трубе. 

Основные выводы 
Таким образом, разработана теоретическая модель расчета и получены аналитические зависимости пре-

дельного теплообмена и гидравлического сопротивления для плоского канала с двусторонними турбулиза-
торами с двусторонним обогревом в зависимости от режимов течения теплоносителя, а также граничных 
условий теплообмена. 

Значения относительного предельного теплообмена для плоских каналов с двусторонними турбулизато-
рами незначительно выше, чем для односторонних, определенно несколько выше, чем для кольцевых, и все-
гда ниже, чем для круглой трубы [8], однако это превышение обусловлено более высоким повышением пре-
дельного гидравлического сопротивления. 
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Подводя итоги, следует отметить, что для плоских каналов как с односторонними, так и с двусторонними 
турбулизаторами предельный перенос теплоты не может преобладать над переносом импульса, в то время 
как для круглых труб в определенной области чисел Рейнольдса это возможно. 

 

 
 
 
Рис. 1. Плоский канал с симметрично расположенными турбулизаторами одинаковых высот и шагов на обеих по-

верхностях (двойные турбулизаторы) 
 
 

 
 
 
Рис. 2. Абсолютные значения предельного коэффициента гидравлического сопротивления для плоского канала в за-

висимости от числа Рейнольдса (1, 2 - односторонние и двусторонние турбулизаторы, соответственно) 

    t 
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    h 
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Рис. 3. Значения отношений предельного коэффициента гидравлического сопротивления для плоского канала с 

двойными турбулизаторами потока к соответствующему гладкому каналу /гл в зависимости от числа Рейнольдса 
 

 
 
 
Рис. 4. Абсолютные значения предельных чисел Нуссельта для Pr = 0,72 и Pr = 10 для плоского канала с двойными 

турбулизаторами в зависимости от числа Рейнольдса 
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Рис. 5. Расчетные значения предельного относительного теплообмена Nu11/Nu11гл для воздуха в плоском канале с 

двусторонними турбулизаторами при одностороннем обогреве в зависимости от числа Рейнольдсa 
 

 
 
Рис. 6. Относительный предельный теплообмен 1 1 глNu /Nu   при двустороннем обогреве для плоского и кольцево-

го каналов с 1
1
2

R   при прочих равных условиях (Re = 104; Pr = 0,72) приводится в зависимости от отношения тепло-

вых потоков 2

1

c
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q
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 

 при наружном и внутреннем обогреве, соответственно 
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Рис. 7. Зависимость предельного теплообмена в плоском канале с двойными турбулизаторами при обогреве только 

внутренней стенки 11 11 глNu /Nu 
 в зависимости от числа Прандтля  

 

 
 
Рис. 8. Зависимость параметра Ξ при Re = 104 и Pr = 0,72 для плоского канала с двойными турбулизаторами при 

одностороннем обогреве 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ  
ТРЕХКОМПОНЕНТНОГО ФЕРРОЗОНДОВОГО МАГНИТОМЕТРА 

 
Известные и предложенные ранее статические математические модели магнитометрической аппаратуры 

(ММА) с феррозондовыми датчиками позволили на определенном этапе развития магнитометрии добиться 
существенных результатов в плане улучшения метрологических характеристик. Однако, дальнейшее повы-
шение точности ММА, в которых алгоритмическая обработка результатов измерений выполняется по дан-
ным моделям, сопряжено с определенными трудностями. 
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