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ром. Проанализированы области значений параметра, в которых качественное поведение системы различ-
но. Предпринята попытка доказательства существования гомоклинической траектории и выполнен ее 
численный расчет. 
 
Ключевые слова и фразы: простое и сложное состояния равновесия; гомоклиническая траектория; сфера Пу-
анкаре; инвариантное многообразие. 
 
Мария Александровна Бобова 
Отделение «Математика»  
Институт математики, естественных наук и информационных технологий 
Тюменский государственный университет 
bobova-m@mail.ru 
 
Владислав Владимирович Мачулис 
Кафедра математического моделирования 
Институт математики, естественных наук и информационных технологий 
Тюменский государственный университет 
mareliks@gmail.com 
 

ГОМОКЛИНИЧЕСКАЯ ТРАЕКТОРИЯ ОДНОЙ ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ© 
 

Рассматривается двумерная динамическая система 
3,   x y y x xy x    ,         (1) 
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где   - параметр, причем  0;2  . Система имеет три неподвижные точки:  0;0 ,  1 ;0  и 

 1 ;0 . Исследуем их характер. 

Для любой неподвижной точки системы имеют место формулы 

2

0 1
det ,    

1 3
x

y x x




 
   

  
, 

где   - определитель матрицы Якоби и   - её след. Точке  1 ;0  соответствуют 2   и 1   

(что говорит о ее простом характере), а также собственные значения 
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Если  0;1 8  , то собственные значения положительны, т.е. данная точка – неустойчивый узел. При 

 1 8;2   собственные значения комплексно-сопряжённые с положительной действительной частью, т.е. 
неподвижная точка – неустойчивый фокус. 

Точка  1 ;0  также простое состояние равновесия. Ее собственные значения 
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Легко видеть, что при  0;1 8   собственные значения отрицательны. Следовательно, неподвижная 

точка – устойчивый узел. Если  1 8;2  , то собственные значения комплексно-сопряженные с отрица-
тельной действительной частью. Следовательно, неподвижная точка – устойчивый фокус. 

Перейдем к рассмотрению состояния равновесия  0;0 . 
При любых указанных значениях параметра собственные значения постоянны: 1 21,    1    . Это 

означает, что неподвижная точка  0;0  – седло. Определим угловые коэффициенты направлений, по кото-
рым траектории стремятся к простому состоянию равновесия согласно следующим формулам: 
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Значения 1 1k   и 2 1k   , полученные по этим формулам, определяют углы 
4
  и 3

4
 . 

Определим для данной неподвижной точки rC – гладкие инвариантные многообразия s
locW  и u

locW  спосо-
бом, описанным в [3]. Для этого систему приводим к каноническому виду в окрестности неподвижной точки. 

Предполагаем, что существует неособенное линейное преобразование 
11 12

21 22

u p x p y
v p x p y
 


 

          (2) 

Тогда существует и обратное преобразование 
11 12

21 22

x q u q v
y q u q v
 


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,          (3) 

где 
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Применяем формулы для коэффициентов ijp  ([2]). Так как 1 2  , получаем соотношения 

12 22

11 21

1,   1p p
p p

    

Эти соотношения дают возможность определить соответствующие равенства, при помощи которых фор-
мулы (3) примут вид 
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Подставим полученные выражения в систему (1) и, приняв 11 22
1
4

p p  , после преобразований получим 

 

 

32 2

32 2

2

2

u u u v u v

v v u v u v




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    

         (5) 

Система (5) является канонической формой исходной системы. 
Вернемся к задаче нахождения уравнений для инвариантных многообразий :  ( )s

locW v u  и 

:  ( )u
locW u v , где 

(0) 0,  (0) 0
(0) 0,  (0) 0

 

 

 


 
 

Учитывая (5), условия инвариантности многообразий для данной системы имеют вид (см. [3]) 

    
    

3 32 2 2 2

3 32 2 2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( )

u u u u u u u u u u u

v v v v v v v v v v v

       

       

          



         


   (6) 

Разложим функции ( )v  и ( )u  в ряды Тейлора с неопределенными коэффициентами 
2 3 4

2 3 4
2 3 4

2 3 4
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u u u u
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и подставим их в выражения (6). Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях u  и v , получим 
уравнения для инвариантных многообразий: 

2 3 4

2 3 4

1 1 7 29:  ...
3 6 2 90 30

1 1 7 29:  ...
3 6 2 90 30

s
loc

u
loc

W v u u u

W u v v v

 

 

   
        

   

   
         

   

      (7) 

Коэффициенты в правых частях выражений (7) быстро уменьшаются, и ряды для ( )v  и ( )u  сходятся. 
Обратимся теперь к доказательству существования гомоклинической траектории для неподвижной точки 

 0;0  при  1 8;2  . 
Вначале вычислим суммы индексов Пуанкаре для имеющихся состояний равновесия. Как известно  

(см. [2]), индекс простого состояния равновесия динамической системы равен +1 в случаях фокуса или узла 
и равен -1 в случае седла. Для замкнутой траектории динамической системы индекс Пуанкаре равен +1. Так 
как в нашей системе сумма индексов Пуанкаре всех состояний равновесия равна +1, то возможно существо-
вание замкнутой траектории, ограничивающей все неподвижные точки. 

Докажем существование такой траектории. Исследуем поведение системы в бесконечно-удаленных точках, 
лежащих на оси Ox, при помощи сферы Пуанкаре (см. [1; 2]). В исходной системе введем замену переменных 

1 ,   ux y
z z

   

Получим 
2

21 ,    du u dzu zu
dt z z dt


              (8) 

Если принять 

2

dt d
z

 ,           (9) 

то получим новую систему, траектории которой совпадают с траекториями системы (8) 
2 2 2 3,    du dzz uz u z z u

d d


 
              (10) 

Правые части системы (10) нигде не обращаются в нуль одновременно. На сфере траекториям этой си-
стемы соответствуют большие окружности, пересекающиеся в двух диаметрально противоположных точках 
экватора, являющихся особыми точками системы (10). 

Вернемся к исходной системе (1) и воспользуемся еще раз преобразованием Пуанкаре для исследования 
системы в бесконечно удаленных точках, лежащих на оси Oy 

1,   vx y
z z

   

При этом получим 
2 4 3

2
21 ,    dv v v dz v vv v

dt z z dt z z
                (11) 
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После аналогичной (9) замены, система (11) примет вид 
2 2 2 2 4 3 2 3,    dv dzz v z v z v vz vz v z

d d
 

 
              (12) 

Полученная для системы (12) особая точка является сложной. 
Данная система интегрируема в квадратурах, и аналитический вид ее решения может быть получен, 

например, при помощи математического пакета Maple. Мы не приводим это решение в виду громоздкости. 
При  0;1 8   в окрестности особой точки имеются лишь параболические сектора, из чего следует, что все 

траектории, соответствующие седлу  0;0  и двум фокусам, заходят в бесконечно удаленную особую точку. 

Если же  1 8;2  , то окрестность сложной особой точки содержит также и гиперболические сектора. По-
этому, а также в силу леммы, приведенной в [2], можно судить, что имеется семейство замкнутых траекто-
рий, окружающих три состояния равновесия – седло и два фокуса. 

На следующем этапе доказательства воспользуемся критерием Бендиксона, который позволит доказать 
отсутствие замкнутых траекторий, или замкнутых контуров, составленных из траекторий, в определенных 
областях фазового пространства. В силу критерия 

P Q x
x y

 
 

 
 

в областях 0x   и 0x   не существует простых замкнутых кривых, состоящих из траекторий системы. 
В частности, для особых точек типа фокус, лежащих симметрично относительно оси ординат, не существует 
предельных контуров из траекторий, им соответствующих. Отсутствие предельных контуров говорит о том, 
что любая траектория, выходящая (или входящая) из любой из этих точек, пересекает ось ординат. А по-
скольку фокус является орбитно-устойчивым, любая из траекторий, «выходящих» из неустойчивого фокуса, 
«входит» в устойчивый фокус и наоборот. В связи с этим, множество траекторий, соответствующих обоим 
фокусам, находится сколь угодно близко к множеству замкнутых траекторий системы, существование кото-
рых было доказано выше. Замкнутые траектории, как и траектории фокусов, являются орбитно-
устойчивыми, что и дает доказательство существования гомоклинической траектории седла  0;0 . 

Численные расчеты для гомоклинической траектории при  1 8;2   можно получить, например, с по-
мощью программы Matlab. На рисунке представлен фазовый портрет системы с гомоклинической траекто-
рией при 1,5  . 
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