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процесс роста российских городов, характеризуя процент городского населения на Урале как «...самый низ-
кий, [а] индустриальное внегородское население двух только уездных городов (Красноуфимского и Екате-
ринбургского; Пермской губернии) больше городского населения всей губернии...» [15, c. 567]. Основная 
масса рабочих находилась в фабрично-заводских центрах, а горнорабочие тоже размещались «...главным 
образом вне городов», что являлось одной из особенностей формирования горнозаводских рабочих на Ура-
ле, наряду с его высокой концентрацией [Там же, c. 521]. 

Вскрыв особенности социально-экономического развития края в пореформенный период, Ленин отмечал 
медленный рост горнозаводского производства, как следствие завершившегося промышленного переворота. 

В целом ленинские наблюдения, основанные на достаточно репрезентативной источниковой базе, на ши-
роко используемом сравнительном методе, дают возможность предположить, что процесс урбанизации на 
Урале к началу XX ст., происходит низкими темпами, в отличие от других российских регионов, от быстро 
развивающихся в регионе фабрично-заводских центров. 

Таким образом, для второго периода в развитии дореволюционной историографии Урала свойственно 
количественное преобладание работ описательного характера, что являлось общей тенденцией для дорево-
люционной историографии Урала в целом и для городоведения, в частности. Резко увеличивается общее ко-
личество работ по различным аспектам края. «Если за первую половину XIX в. было издано около 100 
(наименований работ), то за 1861-1917 гг. появилось свыше 300 публикаций по данной тематике» [23, c.55]. 
Вместе с тем в рассматриваемый период в истории изучения Урала более чётко вырисовываются контуры 
разрыва между значительным запасом исторических знаний, извлекаемых из обширнейшего массива источ-
ников и уровнем его теоретического осмысления, что приводит к преобладанию фактологического описа-
тельного подхода в целом ряде исторических работ второй половины и XIX - начала XX в., и было харак-
терно, прежде всего, для краеведческой литературы. 

В то же время в рамках либерально-буржуазной, народнической и марксистской историографии пред-
принимаются попытки более глубокого анализа социально-экономического, общественно-политического, 
социокультурного развития региона, что создавало основу для изучения развития уральских городов. 
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СЛЕДЫ ДИСКРЕТНЫХ ОПЕРАТОРОВ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ© 
 
Теория регуляризованных следов линейных операторов берёт своё начало с фундаментального факта конеч-

номерной теории - инвариантности матричного следа линейного оператора и совпадении его со спектральным 
следом, и исследует вопрос о распространении понятия инвариантности следа на неограниченные операторы.  
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Принципиальным прорывом в теории следов стало применение методов теории функций для исследова-
ния дзета-функции оператора в работе В. Б. Лидского и В. А. Садовничего [2], на основе которого были ис-
следованы характеристические определители многих спектральных задач, в том числе задач для регулярных 
обыкновенных дифференциальных операторов. Полностью все характеристические определители регуляр-
ных обыкновенных дифференциальных операторов были охвачены в работе В. А. Садовничего и В. А. Лю-
бишкина [4]. Первым на связь теории регуляризованных следов с теорией возмущений дискретного спектра 
абстрактных операторов указал Л. А. Дикий [1], и первый результат в этом направлении был получен в ра-
боте Хальберга и Крамера [7]. Затем в работе Гильберта и Крамера [6] для самосопряжённых операторов 
были получены формулы регуляризованных следов с регуляризацией, состоящей из нескольких поправок 
теории возмущений, и в качестве примера были доказаны формулы следов порядка выше первого. Крупным 
продвижением после длительного отсутствия результатов стала работа В. А. Садовничего и В. В. Дубров-
ского [3]. Абстрактная теорема этой работы позволила в качестве примера впервые рассмотреть дифферен-
циальный оператор в частных производных.  

Настоящая работа посвящена вычислению регуляризованных следов дифференциальных операторов с 
частными производными. 

Рассмотрим дискретный самосопряженный оператор Т, действующий в сепарабельном гильбертовом 
пространстве G. Обозначим через   1n n





 собственные числа оператора Т. Предположим, что ( ) ( )pN O  , 

где p<1 и ( ) 1
N

N
 




  . Пусть   - некоторое фиксированное число, удовлетворяющее условию 1
1 p

 


. 

Лемма 1. Существует последовательность действительных чисел  na 
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Согласно Лемме 1 
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Пусть Р - ограниченный оператор, определенный всюду в G. Обозначим кГ  прямоугольный контур на 
 -плоскости с вершинами в точках  , ,k ka a

  , ,k ka a   , ,k ka a   ,k ka a  . 
Лемма 2. Оператор Т+Р является дискретным оператором. При достаточно больших k все точки 

контура кГ  являются точками регулярности оператора Т+Р; все собственные числа оператора Т+Р, ле-
жащие в полосе Re ,k ka a    попадают внутрь прямоугольника кГ ; число собственных чисел операто-
ров Т и Т+Р внутри контура кГ  совпадает; на контуре кГ  справедливо соотношение 

         
1

1
N kk

N
k

R T P R T R T PR T B   



       ,       (1) 

где    
1
.

N
NB R T P PR T 



      

Умножая соотношение (1) на / 2mi   и интегрируя по контуру кГ  (m - натуральное число), получим: 
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Лемма 3. Операторы  , ,
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Лемма 4. Норма оператора    
k

N
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Лемма 5. Пусть В - конечномерный оператор, действующий в гильбертовом пространстве G. Тогда 
  dimSp B B B . 

Согласно Лемме 2 внутри контура кГ  при достаточно больших к  находится одинаковое число соб-
ственных чисел оператора T P  и Т, в результате собственные числа i  оператора T P  можно занумеро-
вать в порядке возрастания вещественных частей, используя индексы от kn

 до kn . 
Лемма 6. Имеют место соотношения 
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Взяв след от обеих частей равенства (2) и применяя Лемму 6 и теорему Коши о вычетах, получим 
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Применяя Леммы 3-6, получим 
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Таким образом, приходим к основной теореме. 
Теорема. Пусть Т - самосопряженный дискретный оператор, действующий в гильбертовом простран-

стве G, такой, что ( ) ( )pN O  , 0<p<1. Пусть   - некоторое число, удовлетворяющее условию 1
1 p
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P - ограниченный оператор в G. Тогда между собственными числами к  оператора Т+Р и собственными 
числами к  оператора Т можно установить взаимно однозначное соответствие так, что существует 
подпоследовательность целых чисел кn  такая, что 
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