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Задача иерархического управления такой динамической системой формулируется следующим образом:  
                     
      (     )  (     )   (   )              

     ∑∑ ( (     )  (     )  (     ))

 

   

 

   

      

 (     )   (     )            
 (     )   (     )            
                  

где:      - вектор состояния,      - множество допустимых состояний,  (     ) - вектор управляющих 
воздействий,  (     ) - вектор случайных внешних воздействий,      - критерий оптимальности, 
 (     )  (     ) - множества возможных значений управляющих и случайных внешних воздействий для 
структуры технологического наполнения k уровня r ИУДС в момент времени  ,    - известное начальное 
состояние ИУДС,   - период моделирования ИУДС. 
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Составлено дифференциальное уравнение движения жидкостного поршня в горизонтальной трубке 
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приложенной к жидкостному поршню со стороны эталонной емкости и изделия, контролируемого на гер-
метичность. Разработанное дифференциальное уравнение позволяет проводить теоретические исследо-
вания влияния различных технологических и конструктивных параметров на точность контроля герме-
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Ключевые слова и фразы: герметичность; контроль; изделие; дифференциальное уравнение; жидкостный 
поршень; горизонтальная трубка. 
 
Николай Илларионович Жежера, д.т.н., профессор  
Кафедра систем автоматизации производства  
Оренбургский государственный университет 
nik-gegera@rambler.ru 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТНОГО ПОРШНЯ  
В ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ТРУБКЕ УСТРОЙСТВ КОНТРОЛЯ ГЕРМЕТИЧНОСТИ ИЗДЕЛИЙ© 

 
Схема базового устройства контроля герметичности изделий газом с использованием горизонтальной трубки 

приведена на Рисунке 1. Устройство содержит источник контрольного газа 1, эталонную емкость 3, контроли-
руемое на герметичность изделие 4, горизонтальную трубку 8 с жидкостным поршнем 9, вентили 2, 5, 6, 7 и 10, 
емкостный измерительный преобразователь 11, вторичный показывающий прибор 13 и дроссели 12 и 14. Перед 
подключением изделия 4 к устройству контроля все вентили и дроссели находятся в закрытом положении.  

Определяют необходимый объем эталонной емкости 3 [7, с. 26], подключают изделие к устройству кон-
троля герметичности изделий, заполняют его газом до заданного давления, для чего открывают вентили  
2, 6 и 5. Закрывают вентиль 2 и открывают вентили 7 и 10, через которые подается газ к горизонтальной 
трубке. С помощью дросселей 12 и 14 устанавливают жидкостный поршень 9 в горизонтальной трубке 8 в 
начальное положение. Берется первый отсчет по прибору 13, показывающему положение жидкостного 
поршня 9 в горизонтальной трубке 8. В некоторых системах контроля герметичности изделие 4 вибрируют 
[6, с. 82], поэтому включают вибраторы. Испытывают изделие 4 в течение установленного времени и берут 
второй отсчет по прибору 13. По разности показаний показывающего прибора 13 делают заключение  
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о герметичности изделия 4. Закончив контроль герметичности изделия, вентили 7, 10 и 5 закрывают и изде-
лие 4 отключают от устройства контроля.  

 

 
Рис. 1. Схема устройства контроля герметичности изделий газом с использованием горизонтальной 

трубки 
 
Вывод дифференциального уравнения движения жидкостного поршня в горизонтальной трубке рассмот-

рен применительно к устройству контроля герметичности изделий, схема которого приведена на Рисунке 1.  
Известно [1] выражение для модуля упругости среды Е, МПа, в зависимости от объема изделия V1 и из-

менения объема среды в изделии от изменения давления dP1/dV1, МПа/м3  
 1 1 1Е dP dV V   

Применительно к Рисунку 1 объем изделия 4 и правую половину горизонтальной трубки 8 обозначим V2, а 
давление газа в изделии Р2. Изменение объема газа в изделии от движения жидкостного поршня  V2 равно  
 Vтр - изменению объема газа в горизонтальной трубке от движения жидкостного поршня, м3. При этом  
 Vтр = Fтр ∙  x(t), где  x(t) - перемещение жидкостного поршня в горизонтальной трубке, м, Fтр= πd2 /4 - 
площадь сечения трубки, м2, диаметром d. В этом случае выражение модуля упругости принимает вид [3; 5, с. 62]  
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где Ег - модуль упругости газа, МПа;  Р2(t) - изменение давления газа в изделии, МПа. 
Умножив правую и левую части этого выражения на площадь сечения трубки Fтр, получим 
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где Nуп(t) = 2( ) трP t F   - сила, которую преодолевает жидкостный поршень при движении в горизонталь-
ной трубке от упругости газа в изделии, Н. 

Силу жидкостного трения от движения поршня в горизонтальной трубке определим по формуле для си-
лы трения в ламинарном пограничном слое в цилиндрической трубе [9] 
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где . ( )ж трN t - сила, возникающая от касательных напряжений в жидкости возле стенок горизонтальной 
трубки, Н; Р1, Р2 - давление газа, Па, с обеих сторон жидкостного поршня; dит - диаметр трубки, м; l - длина 
жидкостного поршня в горизонтальной трубке, м; ст  - касательное напряжение в пограничном слое жидко-
сти возле стенки горизонтальной трубки, Па. 

С другой стороны, потери на трение в трубопроводе [Там же] 
2

1 2 4
2
ср

ит

V lP P
d

             (3) 

где λ - коэффициент сопротивления; Vср - средняя скорость, м/с, перемещения жидкости в трубопроводе.  
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Известно, что скорость движения частиц жидкости по перпендикулярному к оси сечению трубопровода 
зависит от режима течения жидкости (ламинарного или турбулентного) и изменяется, например, по парабо-
лической зависимости для ламинарного течения жидкости.  

Средняя скорость по трубопроводу вычисляется с учетом такого распределения текущих по сечению 
скоростей частиц жидкости [8, с. 47]. Однако в горизонтальной трубке устройств контроля герметичности 
изделий жидкость в виде жидкостного поршня перемещается как единое целое со скоростью, которая в 
формуле (3) является средней скоростью.  

Перемещение жидкостного поршня в горизонтальной трубке в процессе контроля герметичности изде-
лий происходит с малой скоростью потому, что малы допустимые и фактические значения утечек жидкости 
из изделия.  

Течение жидкости в трубопроводах характеризуется числовым значением критерия Рейнольдса. Значе-
ние критерия Рейнольдса Re определяется по формуле [1]  

Re Vd             (4) 
где V - скорость потока жидкости в трубопроводе, м/с; d - внутренний диаметр трубопровода, м; ν - ки-

нематический коэффициент вязкости жидкости, м2/с. 
Для горизонтальной трубки систем контроля герметичности изделий диаметром dит = 0,002 м при скоро-

сти перемещения жидкостного поршня V = 0,1 м/с и кинематической вязкости воды ν = 1,007 ∙10-6 м2/с [10] 
значение критерия Рейнольдса Re = 0,1∙ 0,002/(1,007 ∙10-6) = 199. 

При ламинарном течении жидкости и значениях Рейнольдса менее 2000 коэффициент сопротивления  
λ рекомендуется [Там же] определять по формуле Гагена - Пуазейля  

64 / Re             (5) 
Из соотношения (2) определяем, что  

1 2 4 ст итP P l d             (6) 
Приравнивая (3) и (6), получим  

2 2ст срV            (7) 
С учетом соотношения (5) и того, что     , где ρ - плотность жидкости, кг/м3; μ - динамический ко-

эффициент вязкости жидкости, Н∙с/м2 (для воды 31,05 10    Н∙с/м2 [Там же]), формула (7) принимает вид 
[3; 4, с. 49]  
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2
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            (8) 

Если, например, Vср = 0,1 м/с и dит = 32 10  м, тогда ст  = 32 ∙ 1,05 ∙ 10-3 ∙ 0,1/2 ∙ 10-3 = 1,68 Па. 
После подстановки (8) в (2) получим  

. ( ) 32ж тр срN t l V    , .
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            (9) 

где кг.тр = 32 πμl - размерный коэффициент гидравлического трения при перемещении жидкостного поршня 
в трубке, Н∙с/м; ( ) /срV dx t dt  - скорость перемещения жидкостного поршня в горизонтальной трубке. 

Силу / ( )н лN t , Н, от действия поверхностного натяжения жидкости на жидкостный поршень в горизон-
тальной трубке определим на основании формулы Лапласа для капилляров 2лP R  , где лP  - давление, 
возникающее в трубке от поверхностного натяжения жидкости, Па; σ - поверхностное натяжение жидкости, 
Н/м; R - радиус трубки, м. Умножая обе части формулы Лапласа на площадь трубки и заменяя радиус труб-
ки на ее диаметр, получим  

4
л тр тр

тр

P F F
d


     или / ( )н л л тр трN t P F d N             (10) 

где N  - абсолютное значение силы от действия поверхностного натяжения жидкости поршня в гори-
зонтальной трубке, Н; / ( )н лN t  - нелинейная сила при движении жидкостного поршня в горизонтальной 
трубке от действия поверхностного натяжения жидкости, Н, которую определим по выражениям, аналогич-
ным для силы сухого трения [2] 
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где 
.
( )x t  - скорость движения жидкостного поршня в горизонтальной трубке, м/с.  

В соответствии с вторым законом Ньютона инерционная сила движения жидкостного поршня в горизон-
тальной трубке ( )иN t , Н  

2

2

( )( )и
d x tN t m

dt
           (12) 

где m - масса жидкостного поршня в горизонтальной трубке, кг; 2 2( ) /d x t dt  - ускорение движения жид-
костного поршня в горизонтальной трубке, м/с2.  

Сила, приложенная к поршню горизонтальной трубки от воздействия разности давлений со стороны эта-
лонной емкости и изделия, является движущей силой для перемещения жидкостного поршня в горизонталь-
ной трубке ( )движN t , Н 

1 2( ) [ ( ) ( )]движ трN t P t P t F    
или 1 2( ) ( )движN t Р t           (13) 
где P1(t); P2(t) - давление газа, приложенное к поршню горизонтальной трубки с двух сторон, со стороны 

эталонной емкости и изделия, МПа; Fтр - площадь сечения горизонтальной трубки, м2; 1 2( )Р t  - разность 
давлений P1(t) и P2(t). 

Дифференциальное уравнение движения жидкостного поршня в горизонтальной трубке применительно к 
устройству контроля герметичности изделий (Рисунок 1) в соответствии с выражениями (1), (9), (11), (12) и 
(13) принимает следующий вид  
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где ( )иN t  - инерционная сила движения жидкостного поршня в горизонтальной трубке, Н; . ( )ж трN t  - си-
ла жидкостного трения в ламинарном пограничном слое, зависящая от скорости движения жидкостного 
поршня в горизонтальной трубке, Н; ( )упN t  - сила, которую преодолевает жидкостный поршень при движе-
нии в горизонтальной трубке от упругости газа в изделии, Н; / ( )н лN t - нелинейная сила от движения жид-
костного поршня в горизонтальной трубке и действия поверхностного натяжения жидкости, Н;  

( )движN t  - сила, приложенная к поршню горизонтальной трубки, от воздействия разности давлений со сто-
роны эталонной емкости и изделия, Н.  

Дифференциальное уравнение (14) записывают в следующем виде  
22

. 1 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )г тр
г тр тр
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E Fd x t dx tm к x t N Sign x t Р t F
dt dt V 



       

где ( )Sign x t


 - кусочно-постоянная функция «сигнум», характеризующая влияние сил поверхностного 
натяжения жидкости при движения в одну или другую сторону жидкостного поршня в горизонтальной 
трубке устройств контроля герметичности изделий. 

Таким образом, составлено дифференциальное уравнение движения жидкостного поршня в горизонталь-
ной трубке устройств контроля герметичности изделий, которое содержит инерционную силу движения 
жидкостного поршня в горизонтальной трубке, силу жидкостного трения, силу от упругости газа в изделии, 
нелинейную силу от действия поверхностного натяжения жидкости и силу от воздействия разности давле-
ний, приложенной к жидкостному поршню, со стороны эталонной емкости и изделия, контролируемого на 
герметичность. Разработанное дифференциальное уравнение позволяет проводить теоретические исследо-
вания влияния различных технологических и конструктивных параметров на точность контроля герметич-
ности изделий устройством с горизонтальной трубкой. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕОБХОДИМОЙ ЧАСТОТЫ И АМПЛИТУДЫ ПРОДОЛЬНОЙ ВИБРАЦИИ 
БАРБОТАЖНОЙ ТРУБКИ УСТРОЙСТВ КОНТРОЛЯ ГЕРМЕТИЧНОСТИ ИЗДЕЛИЙ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПУЗЫРЬКОВОЙ КАМЕРЫ© 
 

При контроле герметичности изделий пузырьковым методом с использованием устройства с пузырько-
вой камерой наблюдается большой порог срабатывания потому, что на формирование пузырьков газа в 
жидкости пузырьковой камеры затрачивается перепад давлений пкР , Н [4]  
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где   - поверхностное натяжение жидкости в барботажной трубке, Н/м; dмтр - диаметр барботажной 
трубки на ее нижнем срезе, м; ж - плотность жидкости в барботажной трубке и пузырьковой камере, кг/м3; 
g - ускорение земного тяготения, м/с2. 

На Рисунке 1 представлена схема устройства контроля герметичности изделий с использованием пу-
зырьковой камеры при сообщении барботажной трубке вибрации [6, с. 62; 7, с. 82; 10; 11].  

Устройство содержит пузырьковую камеру 6, воздушная полость которой соединена с изделием 3, кон-
тролируемое на герметичность. Барботажная трубка 10 соединена с эталонной емкостью 1 через гибкий 
трубопровод 5. Источник контрольного газа 8 соединен через вентиль 4 с полостью эталонной емкости 1 и 
барботажной трубкой 10. Барботажной трубке 10 сообщается вибрация через шток 9 от источника вибрации. 

Контроль герметичности изделий с использованием пузырьковой камеры при сообщении барботажной 
трубке вибрации реализуется следующим образом. Исходя из объема изделия 3, допустимой утечки и за-
данной погрешности определяют объем эталонной емкости 1 [8, с. 26]. Заполняют газом под контрольным 
давлением изделие 3, эталонную емкость 1 и пузырьковую камеру 6. Для этого открывают вентили 4 и 2, со-
единяя источник газа 8 с изделием 3 и эталонной емкостью 1.  

Сообщают барботажной трубке 10 вибрацию заданных значений амплитуды и частоты от возбудителя 
вибрации. Закрывают вентили 4 и 2 и отключают изделие 3 и эталонную емкость 1 от источника газа 8. 
Снижают уровень жидкости в барботажной трубке 10 до нижнего среза путем дросселирования газа из из-
делия 3 в атмосферу через вентиль 7 до появления газовых пузырьков в жидкости пузырьковой камеры 6.  
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