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В зависимости от расположения криволинейного четырехугольника РР′1Р″2Р′2 относительно оси враще-
ния манипулятора возможны ещё два вида конфигурации рабочей зоны манипулятора, а именно: криволи-
нейные сечения касаются друг друга в т. Р′2 при вращении (Рис. 6б), и когда они не пересекаются (Рис. 6в). 

Выводы 
1. Рабочее пространство оригинальной части манипулятора является торообразной фигурой вращения, 

крайние точки которой достигаются центром подвижной платформы при ее поступательном и вращатель-
ном движениях относительно основания.  

2. Для обеспечения поворота подвижной платформы в крайних положениях, относительно оси OY′ (оси 
ОY, повернутой на угол q1 или q2 относительно горизонтали), необходимо увеличение (уменьшение) длины 
третьего стержня 6 (Рис. 2), соединяющего рабочий стол с опорно-поворотным устройством.  

3. На размеры рабочей зоны существенное влияние оказывают ограничения, накладываемые угловыми 
перемещениями в шарнирах, чем они меньше, тем меньше габаритные размеры рабочей зоны при тех же 
пределах изменения длин левого и правого стержней.  
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РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ КИНЕМАТИКИ ОРИГИНАЛЬНОЙ ЧАСТИ 

 ШЕСТИКООРДИНАТНОГО МАНИПУЛЯТОРА 
 
Прямая задача для манипулятора – это вычисление положения (xр, yр, zр) его рабочего органа по кинема-

тической схеме при известных значениях обобщенных координат (q1, q2, … qn), где n – число степеней сво-
боды манипулятора, qn – обобщенные координаты. 

Обратная задача – это вычисление величин обобщенных координат (q1, q2, … qn) по заданному положе-
нию (xр, yр, zр) рабочего органа при известной схеме кинематики манипулятора. 

Прямую задачу кинематики оригинальной части манипулятора [1] будем решать геометрически. Для это-
го изобразим кинематическую схему манипулятора, обобщенные координаты его звеньев qn, их длины ln и 
применим к манипулятору абсолютную (неподвижную) систему координат (X, Y, Z), обозначив координаты 
рабочего органа xр, yр, zр (Рис. 1). Обозначения на Рис. 1: (X, Y, Z) – абсолютная (неподвижная) система  
                                                           
 Балакин П. Д., Шамутдинов А. Х., 2013 
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координат; Р – точка, где находится рабочий орган (заготовка, инструмент) на рабочем столе; P′ – положе-
ние рабочей точки Р при вращении блока звеньев (2, 4-8) вокруг оси, параллельной оси X, в т. О1; P′′ – по-
ложение рабочей точки Р при вращении блока звеньев (2, 5-8) вокруг оси, параллельной оси X, в т. О4′′= 
О4′′′; (x, y, z) – координаты т. Р; (x′, y′, z′) – координаты т. Р′; (x′′, y′′, z′′) – координаты т. Р′′; (xр, yр, zр) – ко-
ординаты т. Р′′′; O1P′=O1P=lp; O4′P′=O4′P′′=O4P=lp′; O1O4′=O1O4=b. Позиции на Рис. 1: 1) поворотный стол; 2) 
левый стержень (двигатель поступательного перемещения); 3) верхний стержень (двигатель поступательно-
го перемещения); 4) опоры; 5) рабочий стол; 6) опорно-поворотное устройство; 7) наклонная платформа; 8) 
правый стержень (двигатель поступательного перемещения). 

Последовательность поворотов стержней 2 и 3 не меняет итоговое положение рабочего стола 5. По ана-
логии видно, что последовательность поворотов стержней 2, 3 и поворотного стола 1 также не изменяет ито-
гового положения рабочего стола 5. Поэтому будем изменять, например, положение сначала стержня 3, по-
том стержня 2 и потом положение поворотного стола 1. По заданным обобщенным координатам найдем по-
ложение точки P рабочего органа. Из Рис. 1 видно, что первоначальные координаты т. Р будут: x=0,  
y =– l3∙cosβ; z=H. При изменении обобщенной координаты q1 (повороте) т. Р займет положение Р′. Предста-
вим вращение треугольника O1P′P вокруг начала координат О: сначала нужно его повернуть против часовой 
стрелки на угол q1, а потом параллельным переносом по оси Y сместить влево на величину а/2 (Рис. 2). Из 
Рис. 2 видно: x′=0, y′=O1P′∙cos(q1+λ)–a/2, z=O1P′∙sin(q1+λ) или x′=0, y′=lp′∙cos(q1+λ)–a/2, z=lp′∙sin(q1+λ), где  
λ – угол наклона линии O1P относительно горизонтали. При изменении обобщенной координаты q2 (поворо-
те) т. Р′ займет положение Р′′. Представим вращение треугольника O4′P′P″ вокруг начала координат О: сна-
чала нужно его повернуть по часовой стрелке на угол q2, потом параллельным переносом сместить вправо 
на величину y1 и наконец параллельным переносом по оси Z переместить вверх на величину h1 (Рис. 3): 

x′′=0, y′′=– O4′P′′∙cos(q2+ε)+x1, z′′=O4′P′′∙sin(q1+ε)+h1,  
или x′′=0, y′′=–lp′∙cos(q2+ε)+x1, z′′=lp′∙sin(q2+ε)+h1, где ε – угол наклона линии O4′P′∙относительно горизон-

тали, x1=b∙cos(q1+γ)–a/2, h1=b∙sin(q1+γ). 
Из треугольника О1Р′О4′ (Рис. 1) по известной теореме косинусов находим: 
O1P′2=O4′P′2+O1O4′2–2O4′P′∙O1O4′∙cos ψ или lp

2=lp′2+b2-2b∙lp′∙cos ψ, откуда 
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При вращении манипулятора (т.е. системы XYZ) вокруг оси Z≡Z′′′ (Рис. 1) координаты т. Р′′′ будут: 
xр=y′′∙sinq3, yр=y′′∙cosq3, zр=z′′.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Рис. 1. Кинематическая схема манипулятора 

О2 Y 

q

P1
′′ 

О4 

Р 

1 

2 

8 7 

6 
3 

5 

4 
4 

xр 

yр 

q3 

ε 
ψ 

O 

Z Z′′′ 

z
p 

λ 
γ 

q1 

β 

q3 

Y′′
′ 

q1 

О′4 

О1 

О3 

Р′ 

Р″ 

О′3 

О″3 

X 
P1′′
′ q3 

H 



 Издательство «Грамота» www.gramota.net 26 

Окончательно можно записать: 
xp = [- lp′∙cos(q2 + ψ – q1 – γ) + b∙cos(q1+γ) – a/2]∙sinq3, 
yp = [- lp′∙cos(q2 + ψ – q1 – γ) + b∙cos(q1+γ) – а/2]∙cosq3,  (1) 
zp = lp′∙sin(q2+ ψ – q1 – γ) + b∙sin(q1+γ).  
Таким образом, прямая задача кинематики для данного манипулятора решена.  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

Рис. 2. Поворот манипулятора на угол q1 
 
Из соотношений (1) видно, что решение обратной задачи в явном виде невозможно. Для нашего случая, 

когда q1 = q2, для итогового положения рабочего органа манипулятора решение обратной задачи не пред-
ставляет сложности. Запишем соотношения (1) при q1 = q2: 

xp = [- lp′∙cos(ψ – γ) + b∙cos(q1+γ) – a/2]∙sinq3, 
yp = [- lp′∙cos(ψ – γ) + b∙cos(q1+γ) – a/2]∙cosq3,  (2) 
zp = lp′∙sin(ψ – γ) + b∙sin(q1+γ). 

Из первых двух уравнений имеем: 3sin p
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Рис. 3. Поворот манипулятора на угол q2  
 

Выводы 
1. Для исследуемой схемы механизма манипулятора аналитически решена прямая задача кинематики (1), 

что позволит для каждого момента времени определить положение исполнительного органа манипулятора. 
2. При q1 = q2 решена обратная задача кинематики (3). 
3. Эти задачи могут быть решены и при других модификациях схемы механизма. 
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