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УДК 004.9 
Технические науки 
 
В статье предложена аппроксимация двумерных таблиц геометрического преобразования изображений с по-
мощью многочленов. Представлен метод аппроксимации по методу наименьших квадратов. Описаны схемы вы-
числения значения полинома с помощью схемы Горнера и метода конечных разностей. Проверена корректность 
предлагаемой аппроксимации применительно к задаче коррекции геометрических искажений объектива камеры. 
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АППРОКСИМАЦИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ИЗОБРАЖЕНИЙ  
С ПОМОЩЬЮ МНОГОЧЛЕНОВ 

 
Типичной задачей в области цифровой обработки изображений является геометрическое преобразование 

изображений [5, c. 277], например, вращение или масштабирование. Геометрические преобразования также 
применяются при исправлении дисторсии (геометрических искажений) камеры [6, р. 396], построении па-
норамных изображений [7] и др. Геометрические преобразования определяют зависимость между точками 
на исходном и преобразованном изображении и чаще всего определяются в виде функций прямого или об-
ратного отображения: 

u = M(u'),   (1а) 
u' = M-1(u),   (1б) 
где u′=[u′, v′] – координаты исходного изображения, а u=[u, v] – координаты преобразованного изобра-

жения. Использование функции обратного отображения (1б) предпочтительнее, так как позволяет избегать 
наложений и дыр, которые могут возникнуть при применении функции прямого отображения, а также об-
легчает задачу интерполяции [5, c. 278]. 

Рассмотрим задачу исправления дисторсии камеры, как наиболее часто встречающуюся на практике при 
использовании широкоугольной оптики. Модель искажений, вносимых объективом камеры, определяется 
характеристиками объектива. Например, модель искажений может быть определена тремя коэффициентами 
радиальных искажений k1, k2, k3 и двумя коэффициентами тангенциальных искажений p1 и p2 следующим 
образом: 
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где 0 0[ , ]u v  и [ , ]u vf f  – координаты центра изображения (точка пересечения оптической оси и плоскости) 
и фокусные расстояния по обеим осям для выходного изображения; параметры 0 0[ , ]u v   и [ , ]u vf f   определе-
ны аналогично для исходного изображения. 

Вычисление выражения (2б) для одной точки требует выполнения 14 умножений при условии хранения 
результатов промежуточных вычислений, что является весьма затратным при обработке видео в режиме ре-
ального времени. Распространенное решение в этом случае: предварительно рассчитать значения функции 
обратного отображения для всех возможных точек преобразованного изображения. Для выходного изобра-
жения размера w×h потребуются две таблицы U(v, u) и V(v, u), где u=0, 1, …, w – 1; v=0, 1, …, h – 1. Такой 
подход требует постоянного хранения в памяти таблицы заранее рассчитанных значений функции (1б) и, 
следовательно, регулярного обращения к этой области памяти, что может представлять трудности в случае 
реализации алгоритма исправления геометрических искажений на программируемых логических интеграль-
ных схемах (ПЛИС). Предлагается следующее решение этой проблемы. 
  

                                                           
 Толкачев Д. С., 2013 
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Рассмотрим многочлен степени n вида 
f(x) = a0 + a1 x + a1 x2 + ... + an−1 xn−1 + an xn.  (3)  
Вычисление значений такого многочлена эффективно реализуется с помощью схемы Горнера [4, с. 284], 

при этом многочлен записывается в следующей форме: 
f(x) = a0 + x (a1 + x (a2 + ... x (an−1 + an x) ...)).  (4) 
Несмотря на простоту, такой подход позволяет вычислить значение многочлена за n операций сложения 

и n операций умножения. Другой способ вычисления значений полинома, позволяющий обойтись исключи-
тельно операциями сложения, что во многих случаях позволяет повысить быстродействие, известен как ме-
тод конечных разностей [3, с. 668]. Для многочлена (3) рассмотрим следующие разности: 

Δ0(x) = P(x), 
Δi+1(x) = Δi+1(x + 1) − Δi(x),  (5) 
где i = 0, 1, …, n – 1. Из (5) напрямую следует, что 
P(x + 1) = Δ0(x + 1), 
Δi+1(x + 1) = Δi(x) − Δi+1(x).  (6) 
Можно доказать, что конечная разность n-го порядка Δn(x) будет одинаковой при любых x. Полученные 

итерационные соотношения (6) позволяют вычислить значения многочлена в точке x+1 при известных зна-
чениях многочлена P и разностей Δj(x) для j=0, 1, ..., n в точке x. Раскрывая выражения (5), получаем следу-
ющие начальные значения разностей Δj для многочлена степени n = 5 при x = 0: 

Δ0(0) = a0, 
Δ1(0) = a1 + a2 + a3 + a4 + a5, 
Δ2(0) = 2a2 + 6a3 + 14a4 + 30a5, (7) 
Δ3(0) = 6a3 + 36a4 + 150a5, 
Δ4(0) = 24a4 + 240a5, 
Δ5(0) = 120a5. 
Таким образом, алгоритм вычисления значений многочлена с помощью метода конечных разностей следующий: 
1. Получить начальные значения разностей Δj в точке x=0 по формулам (7). Значение многочлена в этой 

точке P(0)=Δ0. 
2. Для получения каждого следующего значения многочлена необходимо согласно формулам (6) итера-

ционно обновить значения Δj, а затем запомнить Δ0 как значение многочлена. 
Первый шаг алгоритма можно опустить, если в качестве входных данных использовать не коэффициенты 

полинома aj, а предварительно рассчитанные разности Δj. Таким образом, для вычисления одного значения 
многочлена требуется всего n − 1 операций сложения. 

Рассмотрим теперь задачу аппроксимации некоторого набора точек (xi, yi), i = 0, 1, …, m с помощью мно-
гочлена заданной степени n. Подставляя xi и yi в (3), получаем следующую систему уравнений: 
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Первый множитель системы уравнений (8), называемый матрицей Вандермонда, обозначим как X. Век-
торами a=(a0, a1, …, an) и y=(y0, y1, …, ym) обозначим соответственно коэффициенты полинома и аппрокси-
мируемые значения. Таким образом, система уравнений (8) может быть представлена в краткой записи: 

Xa = y. 
При m>n система является переопределенной и не имеет точного решения. В том случае, если требуется 

аппроксимировать данные, не содержащие некорректных значений (выбросов), разумно применить метод 
наименьших квадратов. Обозначим разность исходных и аппроксимированных значений, также называемую 
остатками, как e=y−Xa. При решении системы (8) по методу наименьших квадратов находятся такие коэф-
фициенты a многочлена (3), что сумма квадратов разностей остатков e является минимальной: 

2( ( ) ) .argmin i i
i

P x y 
a

a  

Сумма квадратов остатков также может быть записана в следующем виде: 
2 T T( ( ) ) ( ) ( ).i i

i
P x y     e e y Xa y Xa  

Дифференцируя по a и приравнивая производную к 0 (в этом случае ошибка eTe будет минимальной), 
получаем: 

(XTX)a = XTy, 
откуда находим 
a = (XTX) −1XTy = X+ y,  
здесь X+  = (XTX) −1XT является псевдообратной матрицей [1, с. 178], которая может быть найдена с по-

мощью сингулярного разложения [2, с. 260]. 
Выше была рассмотрена аппроксимация многочленами одномерных функций, а таблицы функции обрат-

ного отображения U(u, v) и V(u, v) двумерны. Для перехода к двумерному случаю предлагается следующий 
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подход. Каждая v-я строка таблицы (пусть для определенности это будет таблица U) аппроксимируется мно-
гочленом степени n построчно (т.к. зачастую изображение хранится в памяти построчно): 

U(v, u) ≈ Rv(u) = r0(v) + r1(v)u + r2(v)u2 + … + rn(v)un.  
Далее по формулам, подобным (7), осуществляется переход от коэффициентов rj(v), j=0, 1, …, n много-

членов к начальным значениям конечных разностей Δj(v). Полученные коэффициенты Δj(v) рассматривают-
ся как функции от номера строки v. Если таблица U является гладкой функцией, то и разности Δj(v) также 
будут гладкими, и следовательно, их также возможно аппроксимировать многочленом степени m: 

Δj(v) ≈ Cj(v) = cj0 + cj1v + cj2v2 + … + cjmvm.  
Наконец, эти многочлены представляются в виде набора разностей δj

i, i=0, 1, …, m, полученных по фор-
мулам (7) из коэффициентов cji. В результате исходная таблица U(v, u) размера w×h упаковывается в таблицу 
коэффициентов δj

i размера (m+1)×(n+1), i=0, 1, …, n; j = 0, 1, …, m. Аналогичным образом упаковывается 
таблица V(v, u). 

При аппроксимации многочленами необходимо подобрать степени полиномов m и n таким образом, что-
бы с одной стороны обеспечить достаточную точность аппроксимации, а с другой стороны избежать неже-
лательных осцилляций аппроксимирующей функции, которые могут возникнуть при ее высоких порядках 
(подобных феномену Рунге [Там же, с. 118]). 

Распаковка двумерной таблицы разностей Δ ji может быть осуществлена по следующему алгоритму: 
1. Принять, что номер строки v=0. 
2. Копировать Δj ← δj

0, для j = 0, 1, …, n. 
3. Принять, что номер столбца u = 0. 
4. Записать в выходную таблицу значение U(u, v) = Δ0. 
5. Если текущий элемент – последний в строке (u=w−1), перейти к 8. 
6. Обновить значения Δj ← Δj + Δj + 1, для j = 0, 1, …, n − 1. 
7. Обновить номер столбца u ← u + 1 и перейти к 4. 
8. Если текущая строка последняя (v=h−1), завершить работу алгоритма. 
9. Для всех j=0, 1, …, n и i=0, 1, …, m − 1 обновить коэффициенты δj

i ← δj
i + δj

i + 1. 
10. Обновить номер строки v ← v + 1 и перейти к 3. 
В качестве иллюстрации рассмотрим применение описанного способа аппроксимации таблиц U(v, u) и 

V(v, u) для сжатия таблиц исправления геометрических искажений. На Рисунке 1 приведено разностное 
изображение исходных и аппроксимированных таблиц преобразований. Темные тона соответствуют макси-
мальной абсолютной разности, светлые — минимальной. Среднеквадратичное отклонение значений, ап-
проксимированных от значений исходных таблиц, составило около 0,014 пикселя, а максимальное абсолют-
ное – около 0,08 пикселя, что значительно превосходит точность калибровки камеры (в конкретном случае 
порядка 0,5 пикселя). 

 

  
а) б) 

 
Рис. 1. Разностные изображения для исходных и аппроксимированных таблиц:  

а) для таблицы U(v, u); б) для таблицы V(v, u) 
 
На Рисунке 2 приведены примеры преобразования изображений на основе описанной схемы аппрокси-

мации таблиц функции обратного отображения. Корректность аппроксимации можно проконтролировать по 
разности изображений, полученных на основе исходных и аппроксимированных таблиц (Рис. 2в). Для син-
тезированного изображения максимальное значение абсолютной разности составило 14 уровней из 255, для 
реального изображения меньше – 3 уровня из 255. 
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а) б) в) 

Рис. 2. Применение аппроксимированных таблиц преобразования для исправления геометрических искажений  
объектива: а) исходное изображение; б) преобразованное изображение; в) разностное изображение.  

Верхний ряд – синтезированное изображение, нижний ряд – изображение калибровочной таблицы 
 
Таким образом, предложенная модель аппроксимации таблиц геометрического преобразования изобра-

жений позволяет без существенных погрешностей сократить объем долговременной памяти, необходимой 
для хранения таблиц. 
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APPROXIMATION OF IMAGES GEOMETRICAL TRANSFORMATIONS WITH POLYNOMIALS 
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In the article the approximation of the two-dimensional pictures of images geometrical transformation with polynomials is sug-
gested. Approximation method according to the technique of least squares is introduced. The schemes of polynomial evaluation 
with Horner’s and finite difference methods are described. Such approximation correctness with regard to the problem of camera 
lens geometrical distortions correction has been tested.  
 
Key words and phrases: images geometrical transformation; geometrical distortions correction; distortion; Horner’s method; fi-
nite difference method. 

 
  


