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К КИНЕТИКЕ РОСТА, РАЗМНОЖЕНИЯ И ГИБЕЛИ МИКРООРГАНИЗМОВ 
 

Пеньков Николай Васильевич 
Уральский научно-исследовательский химический институт 

 
Рассмотрен вариант синхронного деления клеток; предложены кинетические уравнения, описывающие 

рост, размножение и гибель микроорганизмов с учетом как естественной смертности, так и внутривидовой 
борьбы; предложен квазистационарный метод решения уравнения для определения плотности функции рас-
пределения микроорганизмов по возрастам; предложен явный вид коэффициента диффузии в пространстве 
масс; получено аналитическое решение в квазистационарном приближении для плотности функции распре-
деления микроорганизмов по возрастам для случая, когда рост клетки пропорционален ее массе (объему). 

В настоящее время проблему, связанную с процессом роста, размножения и гибели микроорганизмов це-
лесообразно разделить на микрокинетическую и макрокинетическую теории. 

Микрокинетическая теория должна изучать рост, способ размножения и гибель отдельной изолирован-
ной клетки в зависимости от ее физиологического состояния, от компонентов субстрата в ближайшем окру-
жении клетки и скорости метаболизма с целью определения вероятности элементарных актов процесса ро-
ста, деления и гибели микроорганизма за единицу времени в заданном объеме системы.  

В круг задач макроскопической теории следует включать вывод, исследование и разработку математиче-
ских методов решения кинетических уравнений, описывающих эволюцию функции распределения популя-
ции по массам (объемам) при заданном законе роста, размножения и гибели отдельной клетки. 

Уравнения микрокинетики роста клетки: 

1μ( ) ( , )dm t m U m C
dt

   

- когда процесс микробиологического синтеза лимитируется биохимическими превращениями внутри 
клетки [Варфоломеев, 1999, с. 72]; 

2β ( )ψ( ) ( , )dm S t t U m C
dt

   

- если процесс микробиологического синтеза лимитируется диффузионным переносом питательных ве-
ществ к поверхности клетки, 

где m0  m(t)  2m0,  0  t  tg,  = mC/(KC+C), (t) = (C),  
m(t) - масса отдельной клетки в момент времени t (m  детерминированная величина); t = tg - время гене-

рации (деления клетки); m0  масса клетки в момент времени t = 0; U(m,C) - скорость роста клетки; C = кон-
центрация субстрата; m и KC  постоянные величины; β - коэффициент массо-обмена; β=DM/d, DM  коэф-
фициент молекулярной диффузии, зависящий от температуры культуральной жидкости, d - толщина “по-
граничной пленки”, зависящая от гидродинамической обстановки в окрестности клетки; S(t)внешняя по-
верхность клетки в момент времени t. Предполагается, что при m(t) = 2m0 происходит деление клетки на две 
дочерние. 

Синхронное деление клеток. Согласно [Бейли, 1989, с. 464-467], на ограниченном отрезке времени можно 
создать такие условия в системе, когда все клетки будут делиться синхронно. В этом случае, при 

μ( ) ( )dm t m t
dt

 , имеют место следующие закономерности:  

m(t) = m02τ, τ < 1, 

τ = 
0

μ( )
t

t dt /ln2, N(t)=N02E(τ), M(t) = M02τ, τ ≥ 0, 

где M(t) и N(t) - масса и число клеток микроорганизмов в момент времени t ≥ 0 в единице объема систе-
мы, M0 = M(0), N0 = N(0), E(τ) - целая часть от τ, равная наибольшему целому числу, не превосходящему τ. 
Так, E(τ) = 0 при 0 ≤ τ < 1 E(τ) = 1 при τ = 1 + 0 и E(τ) = 0 при τ = 1 − 0. Очевидно, что M(t)/N(t) = x(t) = m02τ-

E(τ) − периодическая функция t с периодом T = 1. Однако, если, например, материнская клетка растет по за-

кону dm
dt

 = u0, где u0 − постоянная величина, то 

m(t) = m0(1+τ1), τ1 < 1, τ1 = 
0τ
t , τ0 = 0

0

m
u

, τ = 1τ
ln2

, 

x(t)=m0[1+ τ1-E(τ1)], N(t)= N02E(τ), M(t) = x(t)N(t), τ ≥ 0. 
Однако, по мере роста популяции ступенчатая зависимость числа клеток нарушается, что обусловлено 

стохастической природой роста и размножения микроорганизмов. Более того, как правило, популяция мик-
роорганизмов состоит из громадного числа клеток асинхронно делящихся и растущих с некоторыми инди-
видуальными скоростями в соответствии с их возрастом, со случайным изменением концентрации компо-
нентов и метаболизма в ближайшем окружении отдельной клетки. Каждая из клеток представляет собой 
миниатюрный биореактор переменного объема, в котором непрерывно перерабатываются питательные ве-
щества и синтезируются новые необходимые для жизнедеятельности микроорганизма. 
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Уравнения макрокинетики. При построении математической модели рассматриваемого процесса про-
блемами первоочередной важности являются выявление общих закономерностей и разработка математиче-
ских методов описания эволюционных процессов, связанных с ростом, размножением и гибелью микроор-
ганизмов в пространственно-однородных и неоднородных дисперсных системах, на основании единого ло-
гического подхода. Но математическое описание процесса формирования спектра масс микроорганизмов в 
дисперсной среде, в общем случае, является чрезвычайно сложной задачей. Однако, если столь сложный 
процесс рассматривать как совокупность менее сложных ("элементарных") процессов, участвующих в фор-
мировании спектра масс микроорганизмов, таких как непрерывный рост, размножение клеток, гидродина-
мическая обстановка в системе и др., то для математического описания сложного процесса целесообразно 
использовать принцип суперпозиции, сущность которого заключается в следующем.  

Пусть 
i

f
t

 
 

 
 скорость изменения плотности функции распределения числа микроорганизмов по мас-

сам (объемам) в рассматриваемой системе в данный момент времени t, обусловленная "элементарным" i - 
ым процессом, например, ростом клеток, тога скорость изменения плотности функции распределения для 
сложного процесса можно представить в виде суперпозиции скоростей для "элементарных" процессов 
[Пеньков, 1992, с. 284], то есть 

1

n

i i

f f
t t

  
  

  
 . 

Такой подход к математическому моделированию процессов, управляемых линейными и квазилинейны-
ми дифференциальными и интегро-дифференциальными эволюционными уравнениями математической фи-
зики, позволяет описать сложный процесс на основе кинетических уравнений, описывающих "элементар-
ные" процессы. 

Итак, пусть f(x,t) − плотность функции распределения (дифференциальная функция распределения) чис-
ла живых (способных к росту и размножению) микроорганизмов в момент времени t по массам x в единице 
объема дисперсной системы; fp(x,t) − плотность функции распределения числа мертвых (не способных к ро-
сту и делению) клеток по массам x  в единице объема системы в момент времени t; (x,t)f(x,t) − число мик-
роорганизмов массой x, гибнущих в единицу времени в единице объема системы в момент времени t  есте-

ственной смертью; 
0

0

2

( , ) ( , , ) ( , )
x

x

f x t G x t f t d    − число клеток массой x, гибнущих в единицу времени в 

единице объема системы в момент времени t в следствие внутривидовой борьбы, где (x,t) и G(x,,t) - задан-
ные функции своих аргументов. Тогда, с учетом вышеизложенного, для пространственно-однородных си-
стем, когда клетки распределены равномерно по объему, можно получить нижеследующие квазилинейные 
интегро-дифференциальные уравнения, которые описывают рост, размножение и гибель микроорганиз-
мов:  

0

0

2

( , ) Γ ( , ) ( ,ζ, ) ( , ) (ζ, ) ζ ( , )
x

C
x

f x t (x,t)f x t G x t f x t f t d U D f x t
t x x
   

        
  

= N[2(xx0) - (x-2x0)],         (1.1) 

( , )pf x t
t



 = (x,t)f(x,t)+

0

0

2

( , , ) ( , ) ( , )
x

x

G x t f x t f t d         (1.2) 

1 0
UdC M

dt Y x
  ,          (1.3) 

где U = U(x,C,t) − скорость роста клеток массой x  в момент времени t ; 
DC = DC(x,C,t) - стохастический параметр (DC - коэффициент диффузии в пространстве масс);  - удельная 

скорость поступления в систему микроорганизмов массой x0, образовавшихся при делении клеток массой 
2x0; 

(z) − дельта-функция Дирака от z; ...  − знак среднего значения от указанной величины; Y- экономиче-
ский коэффициент; 

M = 
0

0

2

( , )
x

x

xf x t dx  = x N  и Mp = 
0

0

2

( , )
x

p
x

xf x t dx  = x pNp − соответственно масса N живых и Np мертвых 

клеток в единице объема системы в момент времени t  . 
Система уравнений (1.1)−(1.3) не замкнута. Для получения дополнительной информации, умножим 

уравнения (1.1) и (1.2) на x и проинтегрируем по x от x = x0 до x = 2x0. В результате получим уравнения для 
определения M(t) и Mp(t): 

0 0 0

0 0 0

2 2 2

Γ ( , ) ( , ) ( ,ζ, ) (ζ. ) ζ
x x x

x x x

UdM x (x,t)f x t dx x f x t G x t f t d dx M
dt x

         (1.4) 
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0 0 0

0 0 0

2 2 2

Γ ( , ) ( , ) ( ,ζ, ) (ζ. )
x x x

p

x x x

dM
x (x,t)f x t dx x f x t G x t f t dx

dt
         (1.5) 

Уравнения (8)-(12) следует еще дополнить законом сохранения вещества: 
M(t) + Mp(t) + YC(t) =M0 + YC0,   Mp(0) = 0,       (1.6) 
где C0 и M0 − значения M(t) и C(t) при t = 0.  
Для решения уравнений (1.1)-(1.6) необходимо еще задать начальные и граничные условия. 
Начальные условия:  
f(x,0) = f0(x), ,  fp(x,0) = 0,  M(0) = M0,  Mp(0) = 0,  C(0) = C0, 
где f0(x), M0 и C0, − заданные величины. 
Граничные условия:   

0 00 2 0
( , ) ( , ) 0

x x x x
f x t f x t

   
  ; 

0 00 2 0
0C Cx x x x

D D
   

  ; 

0 00 2 0
( ) ( , ) 2( ) ( , ) 2C Cx x x x
U D x t U D x t  

   
     , 

где f
N

  , C
C

dD
D

dx
  , предполагается, что U > CD  для всех x [x0, 2x0]. 

Уравнение (1.1) заменой искомой функции f(x,t) на F(x,t) по формуле 
f(x,t) = [θ(x-x0) - θ(x-2x0)] F(x,t         (1.7) 
с учетом того, что θ(z)=0 при z < 0 и θ(z)=1 при z > 0, 

θd
dz

 = δ(z), zδ(z) = 0, f(x,t)δ(x-z) = f(z,t)δ(x-z), 

где δ(z) − дельта-функция Дирака, преобразуется к уравнению 
0

0

2

( , , ) ( , ) ( , ) 0
x

C
x

F Γ(x,t) G x t F t d F x t UF D F
t x x

  
    

            
     (2.1) 

решение которого должно удовлетворять начальному  F(x,0) = F0(x) и 
граничному условию 
(U -

0 00 2 0
) ( , ) 2( ) ( , )C Cx x x x

D F x t U D F x t
   

    = 2γN.      (2.2) 

Аналитическое решение полученной системы уравнений представляет значительные трудности. Очевид-
но, что оно упрощается, если имеют место равенства: 

Γ(x,t) = 0,  G(x,ζ,t) = G0,  U(x,C,t) = xψ(C), 
где ψ(0) = 0, Γ0 и G0 − постоянные величины, а ψ(C) − заданная функция своего аргумента. В этом вари-

анте решение системы уравнений ((1.2)-(1.6) представимо в виде: 
M(C) = M0 + Y(C0 - C) - Mp(C),   C ≥ C*       (2.3) 

Mp(C ) =  
0

0 0 0 exp
( ) ( )

C z

C C

dz YY M Y C z d
z


  

  

 
        

 
  ,  C≥ C*    (2.4) 

где α = G
x

. Из условия M(С) = 0 при C = C* следует уравнение для определения величины C = C*: 

M0 + Y(C0 - C*) = Mp(C*).         (2.5) 
Зная зависимость функции M от C, согласно уравнению (1.3), можно найти C(t): 

0

( ) ( ) ( )

C

C t

dC
C M C

 = Yt          (2.6) 

Выражения (2.3)-(2.6), при G0 = 0, были получены ранее [Пищиков, Пеньков, 2005, с. 19-21]. 

Анализ. Из уравнения dM
dt

 = [ψ(С) - (Γ0 + αM)]M следует, что при ψ(С)>Γ0 + αM функция M(C) будет 

возрастать от M = M0 до M = Mmax, а при ψ(С)<Γ0 + αM − убывать до M = 0. Следовательно, при ψ(Сλ) = Γ0 + 
αM(Сλ) функция M(С) достигает своего максимального значения. В свою очередь, функция Mp(С) будет воз-
растать от нуля до Mp=M0+Y(C0-C*), график которой имеет точку перегиба при C = Cλ. 

Из уравнения (2.5) следует, что при гибели клеток существует пороговая минимальная концентрация 
субстрата, ниже которой клеточный прирост массы живых клеток прекращается. 

Однако, следует заметить, что для определения величины C=C*, согласно (2.4) и (2.5), необходимо знать 
величину x , которую, в свою очередь, можно найти только в случае, если известна функция 

P(x,t)= ( , )
( )

F x t
N t

. Очевидно, что уравнение для определения искомой функции P(x,t) можно получить, исполь-

зуя уравнения для функций F(x,t) и N(t): 
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  00 0
F G N F UF D FCt x x
   

         
,       (2.7) 

dN
dt

=γN -(Γ0 + G0N)N.         (2.8) 

Действительно, так как F(x,t) = P(x,t)N(t), то, исключая величину N(t) из уравнения (2.7), получим урав-
нения для искомых функций P(x,t) и  x : 

0P P UP D PCt x x


   
       

,        (2.9) 

  ( )
d x

x U x C
dt

     .        (2.10) 

Уравнение (2.7) справедливо и в том случае, когда ( ) ( )U x C  , где − заданная функция.  

Для решения уравнения (2.9) используем квазистационарное приближение, положив 0
d xP

t dt


 


.  

В этом приближении 

( )
U

C
x x


   .          (2.11) 

Уравнение (2.9) значительно упрощается, когда φ(x) = x. В этом варианте в квазистационарном прибли-
жении, если левую и правую части уравнения (2.9) умножить на x и проинтегрировать по x от x = x0 до x = x, 
используя соответствующие граничные условия, то при DC(x,t) = U(x,t)b(x), получим достаточно компактное 
уравнение 

P(x) = 0
2

2x d
dxx

 [b(x)P(x)],         (3.1) 

где b(x)|  
0 02x x x x

b x 
 =0,    

0 00 2 0
1 2 1

x x x x
xP b xP b

   
     = 2. 

Перейдем к безразмерной переменной x = x0z. В этом случае, при 

b(x) = 
  0 0 0

0

2
2

b x x x x
x

 
,         (3.2) 

уравнение (3.1) преобразуется к виду 

P(z) = 2

2 d
dzz

 [(z - 1)(2 -z)P(z)],        (3.3) 

решение которого, удовлетворяющее граничным условиям: 

 
1 0

2
1z

P z
λ 




,   
2 0

1
2(1 )z

P z
 




,  0

2
b

  ,      (3.4) 

представимо в виде 

 

 

1 11 2

1 21

2 1 2( )
12 z

z dx xP z
xxz

 







  
  

 
 , 0 1  ;       (3.5) 

2

2( )P z
z

 , 0  .          (3.6) 

Так, 02 ln 2x x  при 0  , а при  0   справедливо неравенство: 

0
0 02 ln 2 2 ln 2

4
λx

x x x   .         (3.7) 

Далее, так как  
 

 

11 1

1 1

11 1
2 2

zd z
dz z z










 
 

  

, то легко показать, что функция P(z) нормирована на единицу. 

В заключении следует отметить, что предложенные уравнения для описания роста, размножения и гибе-
ли микроорганизмов в закрытых пространственно-неоднородных дисперсных системах легко обобщаются 
на открытые системы с истоком и внешним источником микроорганизмов (см., например, [Пеньков, Пищи-
ков, 1999]).  
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К ВОПРОСУ О СОЦИАЛЬНОМ СТРЕССЕ И ПСИХИЧЕСКОМ ЗДОРОВЬЕ 
 

Резер Татьяна Михайловна 
Российский государственный профессионально-педагогический университет  

 
Стресс является частью человеческого существования. Он может быть вызван самыми разными факто-

рами окружения, быта, работы и т.д. Чрезмерный стресс опасен для здоровья. Если нельзя избежать стрес-
совой ситуации, то нужно правильно научиться преодолевать ее.  

В настоящее время ни у кого не вызывает сомнений, что способность приспосабливаться к изменяющим-
ся условиям среды служит одним из основополагающих свойств живых организмов. Однако механизмы 
приспособления до сих пор являются предметом изучения, особенно если говорить об эволюции человека. 
Механизмы приспособления на психическом уровне (психической адаптации) изучены недостаточно.  

Основы психического развития и здоровья личности В. М. Бехтерев видел «как в природе организма, его 
генетических предпосылках и соматических особенностях, так и в природной и социальной среде его обита-
ния». В своих работах он остро ставил вопрос о необходимости создания благоприятных социально-
экономических и гигиенических условий как факторов развития личности человека. По мнению современ-
ных исследователей Т. Б. Дмитриевой и А. В. Воложина проблема заключается в том, что психиатрия и пси-
хология опираются в основном на методы субъективного наблюдения проявления психических и психоло-
гических нарушений. По нашему мнению, специалисты, работающие в системе человек-человек, такие как 
педагоги, медицинские работники, менеджеры и т.д. плохо владеют методами диагностики, в том числе са-
мым древним - наблюдением, за психологическими реакциями человека в разных жизненных ситуациях. 

Концепция Г. Селье об общем адаптивном синдроме позволила рассматривать стресс как комплекс пси-
хо-нервно-соматических реакций на любые внешние воздействия. Все функциональные структуры организ-
ма в той или иной мере участвуют в стрессорной реакции. Результат воздействия стресса на организм зави-
сит от его соматических и психических адаптационных резервов. Стресс может разрешаться физиологиче-
ски - эустресс или патологически - дистресс. Стресс в форме дистресса служит предметом рассмотрения как 
соматической медицины, так и психиатрии и психологии.  

Концепция, предложенная А. В. Воложиным и Ю. К. Субботиным (1999) свидетельствует о приспособи-
тельной сущности соматических заболеваний, процесс которой рассматривается как взаимодействие двух 
антагонистических механизмов - адаптации и компенсации. Проблема сохранения структурно-
функциональной целостности психосоматических и психологических свойств человека в процессе его жиз-
недеятельности и взаимодействия со средой особо актуальна в процессе получения образования. Именно 
образовательная среда является во многих случаях стрессорным фактором, вызывающим как соматические, 
так и психологические нарушения структур и функций организма.  

В сложных условиях современной российской действительности, характеризующейся кризисными явле-
ниями во многих сферах жизни общества, просто необходимо принимать профилактические меры в сохра-
нении психического и психологического здоровья людей.  

Специалисты разных отраслей научного знания выделяют влияние двух факторов (макросоциального и 
микросоциального) на психическое состояние человека и соответственно его психологический комфорт. 
Макросоциальные факторы обусловлены общественным строем, социально-экономической и политической 
структурой, микросоциальные факторы отражают конкретные направления общественной жизни человека в 
разных ее сферах (труд, отдых, быт и т.д.). Актуальность данной задачи определяется тем, что разные груп-
пы микросоциума (семья, профессиональный коллектив, неформальные группы) могут играть как самоген-
ную, так и патогенную роль в отношении психического здоровья человека и психологического развития 
личности. 

Например, значительная часть российского общества в течение последних 10 лет дважды испытала мас-
совый шок обусловленный, во-первых, крушением политической системы и распадом государства, сменой 
ценностных ориентаций и всего жизненного стереотипа. Во-вторых, - резким снижением уровня жизни в 
связи с развившимся экономическим кризисом. 

Совокупность этих стрессовых фактов наиболее адекватна понятию «стресс социальных изменений», 
рассматриваемого ВОЗ как в качестве одной из разновидностей психосоциальных стрессов. ВОЗ под этим 
понятием понимает дистресс, обусловленный радикальными и крупномасштабными переменами в жизни 
общества, способными вызывать дезадаптацию отдельных людей, определенных социальных групп и даже 


