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УДК 517.95 
 

Андрей Анатольевич Акимов  
Стерлитамакская государственная педагогическая академия им. З. Биишевой 
 

ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МОРАВЕЦ 
 

Рассмотрим уравнение 
( ) 0

xx yy
Lu K y u u= + = ,         (1) 

где ( ) 0yK y >  при 0y ≠ , ( ) 0K y′ >  при 0y > , в области D , ограниченной кривой Γ  из класса Ляпуно-

ва, лежащей в полуплоскости 0y >  с концами в точках (0,0)A  и (1,0)B , а при 0y < − кусочно-гладкой кри-

вой : ( ) 0AC dx K y+ − ≥  и характеристикой : ( ) 0CB dx K y− − =  уравнения (1), исходящими из точки C ; 

( ), ( )x x s y y s= =  − параметрические уравнения границы ,D s∂  − длина дуги границы ,D∂ отсчитываемая 
точки B границы против часовой стрелки. 
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Пусть { }0D D y+ = ∩ > , { }0D D y− = ∩ < . Для уравнения (1) в области D  поставим задачу типа Нейма-
на, изученную К. Моравец [3]. 

Задача Моравец. Найти в области D  функцию ( , )u x y , удовлетворяющую условиям: 
1 2( , ) ( ) ( ) ( );u x y C D C D AC C D D− +∈ ∩ ∪ Γ ∪ ∩ ∪       (2) 

( , ) 0Lu x y ≡ , ( , ) ;x y D D+ −∈ ∪         (3) 

[ ] ( ) ( ),s x y

dy dx
u K y u u s

ds ds
δ φ

Γ
= − =  10 s l≤ ≤ ;        (4) 

[ ] ( ),
s AC

u sδ ϕ= 1 2l s l≤ ≤ ;          (5) 

где ,ϕ φ  − заданные достаточно гладкие функции, а 1l  − длина кривой Γ , а 2l  − длина кривой ACΓ ∪ . 

Пусть 
0

( ) ( )

y

t y K t dt= ∫ , а 0z  − предельное значение функции 
2 2

arccos
( )

x
z

x t y

 
 =
 + 

 в точке A  вдоль 

кривой Γ . 
Определение 1. Регулярным решением в области D  уравнения (1) будем называть функцию ( , )u x y , ес-

ли она удовлетворяет условиям (2) и (3) и, кроме того, в точках B  и C  частные производные 
x

u  и 
y

u  могут 

иметь особенность порядка меньше 1/2, а в окрестности точки A  выполняется соотношение 
2 2( ) ( ( ) )
x y

K y u u O K y rν+ = ,         (6) 

где 

2 2 ( ),r x t y= +   0 01
z z

β
π π

− < < , 1ν β> − .       (7) 

Пусть ( )sα α=  10 s l≤ ≤  − угол между положительным направлением оси Ox  и направлением касатель-

ной к кривой Γ , проведенной в сторону возрастания дуги s  при обходе кривой. Будем считать, что для за-
данной кривой Γ  существует такая положительная постоянная C , что в окрестности точки A  на кривой Γ  

выполняется следующее условие 

( )
dx

C K y
ds

> −           (8) 

Пусть ( , )u x y  есть регулярное в D  решение уравнения (1). На множестве D D+ −∪  рассмотрим криволи-

нейный интеграл 
( , )

2 2

(0,0)

( , ) ( ) 2

x y

x y x y
x y Ku u dy u u dxΨ = − −∫ ,        (9) 

который в силу того, что ( , )u x y  является решением уравнения (1) не зависит от пути интегрирования на 

этом множестве, и поэтому определяет функцию ( , )x yΨ . Поскольку ( , )u x y  является регулярным в D  ре-

шением уравнения (1), то функция ( , )x yΨ  непрерывна на замкнутой области D  и имеет непрерывные ча-

стные производные всюду в D , за исключением, быть может, точек A , B  и C . 

Следующие приведённые леммы являются вспомогательными и используются при доказательстве ос-
новной теоремы. 

Лемма 1. Если ( ) 0
x y

K y u dy u dx− =  на кривой AC , то для любой точки ( ,0)X x= , принадлежащей от-

резку AB , справедливо неравенство ( ) ( )A XΨ > Ψ  или 0
x y

u u= =  на отрезке AX . 

Лемма 2. Если ( ) 0
x y

K y u dy u dx− =  на кривой AC , то функция ( , )x yΨ  в замкнутой области D  прини-

мает свое наибольшее значение на кривой Γ . 

Лемма 3. Пусть ( , )u x y  регулярное решение однородной задачи Моравец и в точке A  выполняется ус-

ловие (8). Тогда если кривая AC  совпадает в малой окрестности точки A  с характеристикой 

( ) 0
x y

K y u dy u dx+ = , то функция ( , )x yΨ  в точке A  не может достигать изолированного наибольшего зна-

чения. 
Остановимся на последней лемме подробнее. В работе [2] данная лемма сформулирована без условия 

совпадения кривой AC  с характеристикой ( ) 0
x y

K y u dy u dx+ =  в окрестности точки ( , )u x y . Однако при 

доказательстве требуется установить знак следующего интеграла 
1

( ,0)
x

AA

x x dxβ− Ψ∫ , где 1A − точка лежащая 

на оси Ox , достаточно близко к A . Так как при доказательстве леммы предполагается, что в точке A  функ-

ция ( , )u x y  достигает наибольшее значение, то на этом основании делается вывод, что на оси Ox  в области 

D  найдётся окрестность точки A , где ( ,0) 0
x

xΨ ≤ , а значит и 

1

( ,0) 0
x

AA

x x dxβ− Ψ ≤∫ .  
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Поскольку в общем случае для произвольной функции утверждение неверно, возникает необходимость 
доказать, что это действительно так. В следующей лемме это утверждение доказывается, но только при до-
полнительном условии, наложенном на кривую AC . 

Лемма 4. Если функция ( , )u x y  своё наибольшее значение по области D  принимает в точке A  и кривая 

AC  совпадает в некоторой окрестности точки A  с характеристикой ( ) 0
x y

K y u dy u dx+ = , то найдётся такая 

окрестность точки A  на оси Ox , где 
1

( ,0) 0
x

AA

x x dxβ− Ψ ≤∫ . 

Доказательство. Обозначим за 2AA  часть кривой AC , которая совпадает с характеристикой 

( ) 0
x y

K y u dy u dx+ = . Проведём через точку 2A  характеристику ( ) 0
x y

K y u dy u dx− =  и обозначим точку пере-

сечения этой характеристики с осью Ox  как 1A . Рассмотрим следующий интеграл по области, ограниченной 

осью абсцисс и кривыми 2AA , 1 2A A  

1 2

( ) 0
x xx yy

AA A

x u Ku u dxdyβ− + =∫∫  

Так как 

2 1 21
( )

2 2
x xx x x xx Ku u x Ku x Ku

β β ββ− − − −= +  

2 1 21 1
( ) ( )

2 2 2
x yy x y y y x yx u u x u u x u x u

β β β ββ− − − − −= + − , 

то используя формулу Гаусса-Остроградского для области 1 2AA A  получим 

1 2 2 2 1 1

2 21 1
( )

2 2
x xx yy y x y x

AA A AA A A A A

x u Ku u dxdy x u dy x u u dx x Ku dyβ β β β− − − −

∪ ∪

 
+ = + − + 

 
∫∫ ∫�  

1 2

1 2 1 2 0
2

y x

AA A

x u x Ku dxdyβ ββ
β − − − − 

+ − = 
 

∫∫ . 

Поскольку условие [ ] 0
s AC

uδ =  на части кривой 2AA , совпадающей с характеристикой, равносильно ус-

ловию 
2

0
AA

u =  окончательно получаем 

1

2 2 1

2

2 21 ( ) 2

A

x x y x y

AA A A A

dy
x Ku K dy x Ku u dy x u u dx

dx

β β β− − −
  

− + − + − −     
∫ ∫ ∫

1 2

1 2 2( ) 0
x y

AA A

x Ku u dxdyββ − − − =∫∫ . 

Поскольку 0β >  и первый, второй, четвертый интегралы положительны, получаем что 

1

0

A

x y

A

x u u dxβ− ≥∫ . 

С учётом равенства 
1

1

( ,0)

A

x x y

AA A

x x dx x u u dxβ β− −Ψ = −∫ ∫  получаем требуемое утвержде-

ние
1

( ,0) 0
x

AA

x x dxβ− Ψ ≤∫ . 

Теорема. Пусть ( , )u x y  − регулярное решение обобщенной задачи Моравец с нулевыми граничными ус-

ловиями. Если кривая Γ  удовлетворяет условию (8), а кривая AC  в достаточно малой окрестности точки A  

совпадает с характеристикой ( ) 0dx K y+ − = , то ( , )u x y const≡ . 

Подробное доказательство теоремы можно найти в работе [1]. 
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