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Умножая (9) на 1z  и (10) на 2z  скалярно в 0

2L  и суммируя результаты, получаем соотношение 
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Оценим характерные нелинейные члены в правой части (11): 
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Таким образом, из (11) вытекает неравенство 

( ) ( )2 2 2 2 4

1 2 1 2 2|| || || || || || || || || ||
d

z z c z u u
d t

α+ ≤ + .  

Используя лемму Гронуолла, заключаем, что 0z = .  
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Будем рассматривать прямоугольную область (0 ) (0 )
x y

L LΩ = , × , , Γ  - граница Ω , z  - вертикальная ко-

ордината, направленная вниз, 0 z H≤ ≤ , 0H >  - средняя глубина океана, (0 )G H= Ω × ,  - трехмерная об-

ласть, [0 ]HΣ = Γ × ,  - боковая граница G , t  - временная переменная, [0 ]t ∈ ,T , где 0 < < +∞T , 

(0 )
t

G G= × ,T , (0 )D = Ω × ,T . Вектор скорости воды записывается в форме ( , , )º ( , ),U u v w u w=  где u x= & , 

v y= & , w z= & . 

Введем дифференциальные операторы: 

( )
x y

∂ ∂
∇= ,

∂ ∂
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u v

x y

∂ ∂
= +

∂ ∂
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d
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где под φ  понимаются компоненты скорости u , v , температура T  и соленость S ; 
φ

µ , ν
φ

 - положи-

тельные постоянные, u v u vµ µ µ ν ν ν= = , = = .  

Через l const=  обозначается параметр Кориолиса, 
0

0

l
B

l

 
 
 
 
 

−
= .  

В области 
t

G  рассмотрим систему уравнений гидротермодинамики океана в виде [5]: 

( ) 00
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d g
zA B g dz
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ξ ρ
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′+ + + ∇ + ∇ = ,∫
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u         (1) 
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div 00
H dz

t

ξ∂
+ = ,∫

∂
u           (2) 

0 0
dT dS

A T A S
T Sdt dt

+ = , + = ,          (3) 

( , ),T Sρ ρ=            (4) 

где ρ  - плотность воды, 0 0constρ = >  - осредненное значение плотности, g  - ускорение свободного 

падения, функция ( )w w= u  в операторе полной производной по времени d dt/  вычисляется по формуле 

( ) div Hw w dzz
′= = ∫u u , ( )x y tξ ξ= , ,  - возвышение уровня поверхности океана относительно невозмущенного 

состояния 0z = , направленное противоположно оси z . 

Систему (1)-(4) дополним начальными условиями  

0 0 0 0
при 0T T S S tξ ξ= , = , = , = =u u       (5) 

и граничными условиями:  
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где τ  - заданный вектор напряжения трения ветра, sT , sS  - заданные усредненные значения температу-

ры и солености на поверхности воды, 
T

γ , 
S

γ  - заданные постоянные, 

2
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и аналогично 

2
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T
r , 

S
r  - положительные постоянные. Из (12)- (13) вытекают неравенства ( )

T T T
rγΨ ≥ , ( )

S S S
rγΨ ≥ . 

Введем в G  сетку ( , )
i j m

x y z, , где 
i x

x ih= ,  0 1
x

i … N= , , + ,  ( 1)
x x x

h L N= / + , 
j y

y jh= ,  0 1
y

j … N= , , + ,  

( 1)
y y y

h L N= / + , 
m z

z mh= , 0, ,
z

m N= K , /
z z

h H N= . 

Пусть τ  - шаг сетки по времени, 
k

t kτ= ,  0k … K= , , ,  Kτ = T . 

Обозначим через k

ijm
ϕ  значение сеточной функции в узле ( , )

i j m k
x y z t, , , kϕ  - сеточную функцию на k -ом 

слое по времени. 
Динамическую модель (1)-(13) аппроксимируем системой конечно-разностных соотношений [1]: 
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где 
h h zz

A µ ν= − ∆ − ∂ , аналогично 
hT T h T zz

A µ ν= − ∆ − ∂  и 
hS S h S zz

A µ ν− ∆ − ∂ , 
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1( ) i i
x i

xh

ϕ ϕ
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∂ = , аналогично 
y

∂  и 
z

∂ . 

По переменным x  и y  используется дискретное преобразование Фурье, по переменной z  применяется 

метод трехточечной прогонки. 

Пусть в точках ( , , )
n n ni j kx y t , 1,...,n N= , известны данные наблюдений за возвышением уровня свободной 

поверхности океана ( , , )
n n nn i j kx y tς ξ=  и за поверхностной температурой ( , ,0, )

n n nn i j kM T x y t= . Будем 

считать, что данные наблюдений должны быть использованы для отыскания неизвестного коэффициента  

T
γ  либо для отыскания неизвестного коэффициента 

S
γ , в то время как все другие входные параметры 

модели известны и зафиксированы. Опеределим функционалы стоимости 

( ) ( ){ }2 2
2

1 , 2 , ,0

1

ˆ ˆ( ) = ( ) ,n n

n n n n

N
k kT a

T T T x y i j n i j n

n

J h h T Mγ α γ γ τ β ξ ς β
=

− + − + −∑     (24) 

( ) ( ){ }2 2
2

1 , 2 , ,0

1

( ) = ( ) ,n n

n n n n

N
k kS a

S S S x y i j n i j n

n

J h h T Mγ α γ γ τ β ξ ς β
=

− + − + −∑ % %     (25) 

где α  - неотрицательный параметр регуляризации, > 0a

T
γ  - некоторое априорно известнон 

приближенное значение 
T

γ , > 0a

S
γ  - некоторое априорно известное приближенное значение 

S
γ , 1β  и 2β  - 

неотрицательные весовые множители, ˆ ˆ,Tξ  - решение конечно-разностной задачи (14)-(23), отвечающее 

данному значению 
T

γ , ,Tξ% %  - решение задачи (14)-(23), отвечающее данному значению 
S

γ . 

Рассмотрим следующие дискретные задачи ассимиляции данных 

1. Найти коэффициент 
T

γ ∈ R  такой, что { }( ) = inf ( ' ), ' .T T

T T TJ Jγ γ γ ∈ R  

2. Найти коэффициент 
S

γ ∈ R  такой, что { }( ) = inf ( ' ), ' .S S

S S SJ Jγ γ γ ∈ R  

Разрешимость этих задач в дифференциальной постановке доказана в работе [2]. Их численное решение 
сводится к поиску минимума функционалов стоимости (24) или (25), который проводится на основе метода 
Монте-Карло: случайным образом выбираются значения 

T
γ  из заданного диапазона, для каждого значения 

T
γ  вычисляется функционал T

J , затем методом перебора и сравнения находится оптимальное 
T

γ , для 

которого T
J  имеет наименьшее значение. Аналогично для задачи 2.  

При проведении тестовых расчетов на ЭВМ, использовались следующие параметры модели: 

1000
x

L км= ; 1000
y

L км= , 4H км= ,  

21.8 /км часµ ν= = , 20.2 /
T S

км часµ µ= = , 6 25 10 /
T S

км часν ν ν −= = = ⋅  

( )3 21.36 10 sin(2 / ) , 0 /yy L км часπ−= ⋅τ , 49, 50
x y z

N N N= = =  0.5 часτ = , 
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10 часов=T= , 42 8.3 10a

T T
rγ −= = ⋅ , 32 1.5 10a

S S
rγ −= = ⋅ ,  

1α = , 3

1 10β −= , 9

2 10β −= , ( 1) 50421
x y

N N N K= + = . 

Плотность воды вычислялась по эмпирической формуле [3] 
2

( , )
0,97529 0,02737 0,00006 0,0014 0,00119 ,

с c c c c c

S T S T T ST

S T T S T

ρ

ρ

 
= + − − − 

 
 

где 1,02541, 17,5 , 35o

c c c
T C Sρ = = = ‰. 

Использовались вертикальные профили температуры и солености, полученные с помощью малоинерци-
онного зонда для тропического района Атлантического океана 13 июня 1970 года [4]. Предполагалось, что с 
возрастанием глубины компоненты скорости убывают по параболическому закону: 

( )2

0 0 1 2( , , ) ( , ,0) 1 ( / ) ( / ) ,u x y z u x y a z H a z H= + +  

( )2

0 0 3 4( , , ) ( , ,0) 1 ( / ) ( / ) .v x y z v x y a z H a z H= + +  

Здесь 1 1.4a = − , 2 0.5a = , 3 1.7a = −  и 4 0.8a = . 

Данные наблюдений задавались во всех внутренних точках горизонтальной сетки во все моменты време-
ни. Массивы, задающие наблюдаемые величины, находились расчетом по модели при a

T T
γ γ=  и a

S S
γ γ= . На 

Рисунках 1, 2 приводятся результаты численных экспериментов, которые позволяют сделать заключение, 
что разработанный комплекс программ может быть использован для расчетов по ассимиляции данных на-
блюдений с целью определения неизвестных коэффициентов в рассматриваемой модели. 

 

 
 

Рис. 1. Результат применения метода Монте-Карло: зависимость 610T
J

−⋅  от 
410

T
γ ⋅  

 

 
 

Рис. 2. Результат применения метода Монте-Карло: зависимость 
610S

J
−⋅  от 

310
S

γ ⋅  
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ИНТЕНСИФИЦИРОВАННОГО ТЕПЛООБМЕНА  
ПРИ ТУРБУЛЕНТНОМ ТЕЧЕНИИ В ТРУБАХ С ТУРБУЛИЗАТОРАМИ ДЛЯ ТЕПЛООБМЕННИКОВ  

СОВРЕМЕННОГО МЕТАЛЛУРГИЧЕСКОГО ПРОИЗВОДСТВА С ПРИМЕНЕНИЕМ  

ЧЕТЫРЁХСЛОЙНОЙ МОДЕЛИ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 
 
Интенсификация теплообмена при турбулентном течении в прямых круглых трубах 

В различных областях техники широко применяются различного рода теплообменники, в которых, в ре-
зультате интенсификации теплообмена, может быть достигнуто снижение их массогабаритных показателей 
при заданных значениях теплового потока, гидравлических потерь, расходов и температур теплоносителей; 
в ряде случаев задачей является снижение температурного уровня поверхности теплообмена при фиксиро-
ванных режимных и конструктивных характеристиках. 

Расчётные методы исследования интенсификации теплообмена при турбулентном течении в трубах раз-
работаны ещё недостаточно. Часто они опираются на упрощённые модели сложных физических явлений, 
при этом допущения приводят к значительной разнице между расчётными и экспериментальными данными. 

Экспериментальные данные по теплообмену справедливы только для определённого вида течений и ти-
поразмеров турбулизаторов, на которых были проведены опытные исследования. 

В связи с этим необходима разработка новых, более точных, чем существующие теоретических методов 
исследования интенсификации теплообмена при турбулентном течении в трубах. 

В рамках данного исследования под интенсификацией теплообмена понимаются применение искусст-
венных турбулизаторов потока на поверхности, а также шероховатые поверхности (Рис. 1) [2; 9]. 

 
 
Рис. 1. Продольный разрез трубы с турбулизаторами 

 
Модель предполагает двумерную шероховатость. Рассматриваются двумерные поверхности с турбулиза-

торами, которые применимы и для труб с периодическими диафрагмами. 
Модель интенсификации теплообмена 

Теплообмен при течении в каналах теплоносителей с постоянными теплофизическими свойствами в ус-
ловиях интенсификации теплообмена моделируется четырёхслойной схемой турбулентного потока (Рис. 2). 
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