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УДК 33 
 
Владимир Калинникович Легкоконец  
Институт управления, бизнеса и права, г. Пятигорск 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТАЦИОНАРНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ,  
ПРИМЕНЯЕМЫХ ДЛЯ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ В ЭКОНОМЕТРИКЕ© 

 
Широкий класс стохастических процессов применяемых для прогнозирования экономических показате-

лей в эконометрике содержит процесс авторегрессии. К ним относятся процессы, содержащие авторегрес-
сию и константу, авторегрессию и тренд, процесс авторегрессии - скользящего среднего, а также процессы, 
учитывающие сезонные колебания. В качестве примеров рассмотрим стохастические процессы содержащие 
авторегрессию и константу:   

1 1 2 2 0....t t t p t p ty y y y                   (1) 
а также более общий стохастический процесс авторегрессии - скользящего среднего:  

1 1 2 2 0 1 1 2 2.... ...t t t p t p t t t q t qy y y y                             (2) 
Для остальных процессов применяются аналогичные рассуждения. 
Здесь ty , 1ty  , 2ty  ,….. t py   - значения временного ряда, p - порядок авторегрессии, 1 1 2, ,. ,...t t p      - 

коэффициенты авторегрессии, 1 1 2, ,. ,...t t p      - коэффициенты процесса скользящего среднего, 0  - посто-

янная величина, а t - так называемый «белый шум». Он является случайным процессом, имеющим матема-

тическое ожидание 0 и дисперсию 2 .  
Используя оператор B  сдвига назад, мы можем записать (1) в эквивалентной форме: 

2
1 2 0(1 .... )p

p t tB B B y                  (3) 
или  

0( ) t tB y     
Тогда (2) можно записать: 

2 2 3
1 2 0 1 2 3(1 .... ) (1 .... )p q

p t q tB B B y B B B B                       (4) 
или 

0( ) ( )t tB y B      
При этом B считается «так называемой» псевдопеременной и работать с ней можно точно так же как с 

обычной переменной в алгебре, а выражение  
2

1 21 .... p
pB B B               (5) 

можно считать обычным полиномом степени p .  

                                                           
© Легкоконец В. К., 2012 
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Правильное прогнозирование экономических показателей возможно, если процесс авторегрессии стаци-
онарен. Для выполнения этого условия корни полинома (5) должны лежать вне единичного круга. Задача 
нахождения корней полинома, особенно когда степень полинома больше четырех, часто вызывает значи-
тельные трудности. По теореме Руффини-Абеля корни полинома выше четвертой степени в общем случае 
нельзя вычислить в радикалах. Их можно вычислить только приближенно. При вычислении корней полино-
мов высокой степени на результат сильно влияют ошибки округления. Необходимы сложные вычислитель-
ные алгоритмы для исключения этих ошибок. Программная реализация этих алгоритмов вызывает значи-
тельные трудности. Определение стационарности процесса важно с точки зрения автоматизации прогнози-
рования. В самой распространенной для работы с временными рядами программе “STATISTICA” автомати-
ческое определение стационарности процесса не предусмотрено. Если выбранный для прогнозирования 
пользователем стохастический процесс нестационарный, то вычислительный процесс расходится. Пользова-
тель сам должен предварительно преобразовать исходные данные временного ряда и снова запустить расчет 
на выполнение. Методы преобразования исходных данных временных рядов, для того чтобы стохастиче-
ский процесс стал стационарным, изложены в книге [1]. Желательно разработать программу, которая сама 
определяла стационарность процесса и если он нестационарный, автоматически приводила его к стационар-
ному виду и продолжала расчет дальше. Это особенно важно для прогноза экономических показателей в ре-
альном времени. В качестве примера можно привести задачу прогноза потребления электроэнергии в элек-
троэнергетике в реальном времени с интервалом в 15 минут. Если находить все корни полинома (5) то авто-
матизировать определение стационарности трудно. Поэтому на вопрос располагаются ли корни  рассматри-
ваемого полинома вне единичного круга? Необходимо ответить без вычисления значений корней рассмат-
риваемого полинома.  

Для решения данной проблемы воспользуемся теоремами Раусса-Гурвица, Льенара-Шипара и Шура-Кона. 
Введем следующие обозначения: 

0 1,   1 1,  2 2 ,  3 3,  …… p p   

Тогда полином ( )B  можно записать в виде: 
2

0 1 2 .... p
pB B B        

Преобразуем данный полином следующим образом: 
1 2

0 1 2( .... )p p p p
pB B B B          

Введем обозначение 1z B , тогда получим: 
1 2

0 1 2( .... )p p p p
pz z z z          

Тогда если корни полинома (5) лежат вне единичного круга, то корни полинома 
1 2

0 1 2 ....p p p
pz z z                (6) 

находятся внутри единичного круга. 
В дальнейшем понадобится определение устойчивого многочлена. Полином ( )f z  с комплексными ко-

эффициентами называется устойчивым, если все его корни удовлетворяют условию ( ) 0e z  , где ( )e z  
действительная часть значений корней полинома. Сведем задачу нахождения корней полинома (5) к задаче 
устойчивости некоторого вспомогательного полинома. Данный полином получается заменой переменной 

1
1

uz
u





, где z и u  комплексные числа. Выражение 
1
1

uz
u





 производит взаимно однозначное отображе-

ние внутренности единичного круга плоскости z в левую полуплоскость плоскости u . Данное преобразо-
вание является, частным случаем преобразования Мебиуса: 

( ) ,az bf z
cz d





  ,a  ,b  ,c  d    C , ad bc    0 

Здесь C  обозначает множество комплексных чисел. Выполнив замену переменных получим: 
1 2 2

0 1 2
1( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) .. ( 1)
1

p p p p p
p

uF u u f u u u u u u
u

     
             

 
 (7) 

Для возведения в степень воспользуемся формулой бинома Ньютона: 
1 2 2 3 3( 1) ( 1)( 2)( ) . ...

1*2 1*2*3
p p p p p pp p p p pa b a pa b a b a b b    

        

Выполнив возведение в степень выражений ( 1) pu  , 1( 1) pu  , 2( 1) pu  … 2( 1)u  , 2( 1)u  , 
3( 1)u  ,…. ( 1) pu  , соответствующих произведений, а также приведение подобных членов получим полином: 

1 2
0 1 2 ........p p p

pB u B u B u B             (8) 
По теореме Раусса-Гурвица, для устойчивости полинома (8) необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лись неравенства: 
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0B >0, 1 = 1B >0  2 = 1 3

0 2

B B

B B
>0, 3 =

1 3 5

0 2 4

1 30

B B B

B B B

B B

>0, p =

1 3 5

0 2 4

1 3

0 2

.....0

.....0

0 .....0

0 .....0
....
.................... p

B B B

B B B

B B

B B

B

>0   (9) 

Таким образом, если полином (8) устойчив, то корни полинома (6) лежат внутри единичного круга. 
Количество вычисляемых определителей 1 , 2 , 3 ,…. p  можно существенно уменьшить, если вос-

пользоваться теоремой Льенара и Шипара. По этой теореме для устойчивости полинома (8) необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялась система неравенств из следующих четырех: 

1) pB >0, 2pB  >0,….; 1 >0, 3 >0,…. 

2) pB >0, 2pB  >0,….; 2 >0, 4 >0,…. 

3) pB >0, 1pB  >0, 2pB  >0; 1 >0, 3 >0,…. 

4) pB >0, 1pB  >0, 2pB  >0; 2 >0, 4 >0,…. 
Из устойчивости полинома (8) следует, что корни полинома (6) лежат внутри единичного круга, а из это-

го следует расположение корней полинома (5), вне единичного круга и для рассматриваемого стохастиче-
ского процесса выполняется условие стационарности. 

Рассмотрим далее другой подход к решению данной задачи на основании теоремы Шура-Кона. В этом 
случае можно обойтись без построения вспомогательного полинома (7). Условия, при которых корни поли-
нома (6) находятся внутри единичного круга, определяются теоремой Шура-Кона, формулировка которой 
приводится ниже.  

Теорема Шура-Кона. Полином ( )f z = 1 2
0 1 2 ....p p p

pz z z         с вещественными коэффициентами 
имеет все свои корни, лежащие внутри единичного круга тогда и только тогда, когда модуль старшего ко-
эффициента ( )f z  больше модуля свободного члена ( )f z , то есть 0 > p , и полином  

*
0

1

( ) ( )
( ) pf z f z

f z
z

 
  

при 
*

0 1( ) (1/ ) ...n p
pf z z f z z z        

Полином 1( )f z имеет порядок на единицу меньший чем ( )f z : 

1 0 0 0 1( ) [ ( ... ) ( ... )] /p p
p p pf z z z z z             = 

 
2 2 1
0 0 1 1 0 1 1[( ) ( ) ... ( ) ] /p p

p p p p pz z z z         

       = 
 

2 2 1 2
0 0 1 1 0 1 1( ) ( ) ... ( )p p

p p p p pz z          

        

Применим к полиному 1( )f z  снова теорему Шура-Кона, получим следующие необходимые условия: мо-
дуль старшего коэффициента полинома 1( )f z  больше модуля свободного члена данного полинома  

2 2
0 p  > 0 1 1p p      

При выполнении которого дальнейшему исследованию подлежит полином: 
2 2 *
0 1 0 1 1 1

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) p p pf z f z

f z
z

       
  

Продолжим процедуру на конечное число шагов мы дойдем до полинома первой степени. Окончательно, 
необходимые и достаточные условия нахождения всех корней полинома ( )f z  степени p внутри единично-
го круга получаются объединением p условий: 

модуль старшего коэффициента ( )f z  больше модуля свободного члена ( )f z , 
модуль старшего коэффициента 1( )f z  больше модуля свободного члена 1( )f z , 
……………………………………………………………………………………… 
модуль старшего коэффициента 1( )pf z  больше модуля свободного члена 1( )pf z . 

Если все коэффициенты полинома (6) положительны и выполняются неравенства 0 > 1 >...> p , то по 
теореме Епштрема все корни полинома (6) лежат внутри единичного круга. Теорема Епштрема. Все корни 
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полинома ( )f z = 1 2
0 1 2 ....p p p

pz z z         с положительными коэффициентами, удовлетворяющие не-

равенствам 0 > 1 >...> p , лежат в единичной окружности. 
Из устойчивости полинома (6) следует, что корни полинома (5) лежат вне единичного круга, и для рас-

сматриваемого стохастического процесса выполняется условие стационарности.  
Рассмотренные три алгоритма решения данной задачи позволяют математически строго определить 

условие стационарности рассматриваемого стохастического процесса и в то же время избежать вычисления 
всех корней многочлена (5). Программная реализация данных алгоритмов, значительных проблем не вызы-
вает. Их использование облегчит создание программ полностью автоматизирующих процесс прогнозирова-
ния экономических показателей, которые могут использоваться для работы в реальном времени. Это упро-
стит и облегчит работу пользователей, которые занимаются прогнозированием экономических показателей.  
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СТОХАСТИЧЕСКИЙ ЛИНЕЙНЫЙ ПРОЦЕСС,  
ВКЛЮЧАЮЩИЙ АВТОРЕГРЕССИЮ И ПОЛИНОМИАЛЬНЫЙ ТРЕНД© 

 
Для прогнозирования экономических показателей в эконометрике широко применяется линейный стоха-

стический процесс авторегрессии:  
1 1 2 2 3 3 0....t p t p t p t p p t ty y y y y                  

где t py  , 1t py   , 2t py   ,….. ty  - значения временного ряда, p - порядок авторегрессии, 1 1 2, ,. ,...t t p      - 

коэффициенты авторегрессии, 0  - постоянная величина, а t  - так называемый «белый шум». Он является 

случайным процессом, имеющим математическое ожидание 0 и дисперсию 2 . Рассмотрим более общий 
стохастический процесс, который кроме авторегрессии содержит полиномиальный тренд. Для определения 
параметров рассматриваемого процесса его представим в виде:  

2 3
1 1 2 2 3 3 0 1 2 3.... .... n

t p t p t p t p p t t t t n ty y y y y x x x x                        + t   (1) 

Здесь 1 1 2 2 3 3 ....t p t p t p Py y y y           t  - процесс авторегрессии порядка p , не содержащий 0 , 
2 3

0 1 2 3 ... n
t t t n tx x x x          - полиномиальный тренд степени n , а 0 1 2 3, , , ,.., n      - коэффициенты 

тренда. Значение t  изменяется в пределах от 1  до m . Из (1) получим: 
2 3

1 1 2 2 3 3 0 1 2 3.... ... n
t p t p t p t p p t t t t n ty y y y y x x x x                        = t    (2) 

Обозначим:  
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тогда 
'

t py Y


  - ' X


= t           (4) 

где ' , '  транспонированные векторы  , . 
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