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УДК 519.86 
Физико-математические науки 
 
Работа посвящена построению двумерной математической модели движения воздушной среды. Для адек-
ватного математического описания процессов, происходящих в атмосфере, требуется решить проблему по-
строения ее физической модели, поскольку она существенным образом влияет на построение поля ветра и на 
описание переноса, происходящего в воздушной среде. В работе представлены аппроксимация задачи по вре-
менной переменной, двумерная модель аэродинамики и приведены результаты численных экспериментов.  
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ДВУМЕРНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ВОЗДУШНОЙ СРЕДЫ 
 

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России»  
на 2009-2013 годы (грант № 14.A18.21.0680). 

 
Введение. В общем перечне актуальных задач, решаемых с помощью математического моделирования, со-

стояние воздушной среды занимает особое место. Естественным средством объективного анализа возникаю-
щих проблем являются методы, основанные на построении и совместном изучении математических моделей 
природных систем. Использование математического моделирования и проведение вычислительного экспери-
мента позволяют оценить все аспекты реализации проектов, связанных с воздействием на природную среду. 
Одним из наиболее значимых исследований методов климата и динамики атмосферы является проведение 
численных экспериментов. Современные численные методы позволяют осуществить моделирование объектов, 
поведение которых описываются весьма сложными системами дифференциальных уравнений.  

1. Постановка задачи. Основными уравнениями динамики воздушной среды являются [1-3; 8; 12; 15-16]: 
- система уравнений Навье-Стокса 
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- уравнение неразрывности 

    0t x y
u v       ;          (2) 

- уравнение состояния 

P RT



.            (3) 

Система уравнений (1)-(2) рассматривается при следующих граничных условиях: 
- на непроницаемой границе: , ,( ), ( ), 0v n x b v n y b nu t v t V         , 0nP  ; 
- на боковых проницаемых границах: 0, 0, 0n n nu v P     ;      (4) 
- на источнике: , , 0nu U v V P   , 
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где  ,V u v  - значение компонент вектора скорости, P - давление,  - плотность,  - коэффициент 
турбулентного обмена,  - молярная масса, ,x y   - составляющие тангенциального напряжения, T - темпе-
ратура, R - универсальная газовая постоянная, U, V - компоненты вектора скорости на источнике. 

2. Аппроксимация задачи по временной переменной. Согласно методу поправки к давлению исход-
ная модель гидродинамики (1)-(2) разбивается на три подзадачи. Первая подзадача представлена уравнени-
ем диффузии-конвекции-реакции, на основе которого вычисляется компоненты поля скорости на промежу-
точном временном слое 

   x y x yx y
t

u u uu vu u u
h

 
 
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v v uv vv v v
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 

            (5)
 Для аппроксимации по временной переменной уравнения диффузии-конвекции-реакции использованы 

схемы с весами. Здесь  1u u u    ,  0,1   - вес схемы. 
Система уравнений (5) рассматривается при следующих граничных условиях: 
- на непроницаемой границе: , ,( ), ( )v n x b v n y bu t v t        ; 
- на боковых проницаемых границах: 0, 0n nu v   ; 
- на источнике: , , 0nu U v V P   . 
Уравнение для расчета распределения давлений можно записать в следующем виде:  
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где /k RT  . 
Третья подзадача позволяет по явным формулам определить распределение скоростей на верхнем вре-

менном слое  
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где   - шаг по временной координате, u - значение поля скорости на предыдущем временном слое,  
u - значение поля скорости на промежуточном временном слое, û  - на текущем временном слое. 

3. Построение двумерной модели аэродинамики. Расчетная область вписана в прямоугольник. Покро-
ем область равномерной прямоугольной расчетной сеткой t x y      : 
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 { ,0 1, 1 }y j y y y y yy jh j N l h N        , 
где , ,n i j  - индексы по временной координате и пространственным координатным направлениям  

Ox , Oy  соответственно; , ,t x yh h h  - шаги по временной координате и пространственным координатным 
направлениям Ox , Oy  соответственно; , ,t x yN N N  - количество узлов по временной координате и простран-
ственным координатным направлениям Ox , Oy  соответственно; , ,t x yl l l  - длина расчетной области по вре-
менной координате и пространственным координатным направлениям Ox , Oy  соответственно. 

Дискретные аналоги операторов конвективного и диффузионного переноса, полученные при помощи ин-
тегро-интерполяционного метода, в случае частичной заполненности ячеек могут быть записаны в следую-
щем виде: 
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где 0 1 2, ,q q q  - коэффициенты заполненности контрольных областей [5; 9-11; 13]. 
Аппроксимация первого уравнения системы (5) имеет вид: 
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где  ˆ 1c c c    ,  0,1   - вес схемы [9]. 
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Параметр 1m  принимает значение 1 в случае, если узел ( , )i j  принадлежит множеству граничных узлов, 
находящихся в придонной области, в противном случае 1 0m  . Аппроксимация второго слагаемого уравне-
ния системы (5) запишется аналогичным образом. 

Аппроксимация уравнения (6) имеет вид: 
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Параметр 2 1m   в случае, если узел ( , )i j  принадлежит входной границе, в противном случае 2 0m  . 
Аппроксимация первого уравнения системы (9) примет вид: 
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Для решения сеточных уравнений используем адаптивный попеременно-треугольный итерационный ме-
тод [6-8; 14].

 4. Результаты численных экспериментов. На Рис. 1-3 приведены результаты численных эксперимен-
тов по моделированию движения воздушной среды при обтекании твердых тел. Палитрой показана интен-
сивность скорости движения воздушной среды. 

 

 
 
Рис. 1. Распределение поля скоростей при обтекании пластины 
 
Пластина, помещенная в поток под углом 90˚, создает довольно резкое изменение направления движения 

потока, а именно торможение потока перед пластиной, поджатие струек у ее краев и образование за краем 
пластины больших вихрей, которые заполняют всю область за ней. 

 

 
 
Рис. 2. Распределение поля скоростей при обтекании пластины 
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При обтекании шара зона вихрей будет существенно меньше, так как воздуху ‘проще’ обтекать закруг-
ленные поверхности. 

 

 
 
Рис. 3. Распределение поля скоростей при обтекании шара 
 
Приведенные численные эксперименты показывают работоспособность разработанного комплекса про-

грамм. Построенные картины течений согласуются с реальными аэродинамическими процессами.  
Вывод. В работе разработана двумерная математическая модель движения воздушной среды, приведены 

результаты численных экспериментов по моделированию движения воздушной среды. Построены картины 
течений при обтекании воздушной средой объектов сложной геометрической формы. Разработанный ком-
плекс программ может быть использован при моделировании распространения загрязняющих веществ в 
воздушной среде. В работе также показа эффективность методики построения дискретных математических 
моделей, учитывающих степень заполненности контрольных ячеек, при решении задач аэродинамики. Сто-
ит также отметить, что разработанный программный комплекс допускает внедрение в него новых про-
граммных блоков, на основе которых происходит описание процессов, происходящих внутри движущейся 
воздушной среды.  
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