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основой нового стратегического курса, его определяющим приоритетом для нашей страны должны стать 
разработка и реализация программы направленной на развитие инновационной модели экономического ро-
ста, утверждение Российской Федерации как высокотехнологического государства, что должно реализовы-
ваться через новую стратегию промышленно-инновационной политики. При этом неспособность к осу-
ществлению инноваций порождает значительный риск оказаться на позициях аутсайдера, ведь, в конечном 
итоге, это приводит к ограничению возможностей развития и использования имеющегося потенциала [1].  

Необходимость активизации использования научно-технического потенциала страны выдвигает в число 
приоритетов экономической политики России создание механизмов включения ценных знаний и технологиче-
ских достижений в хозяйственный оборот. Однако в практике регулирования сферы интеллектуальной соб-
ственности не учитываются очевидные тенденции глобализации мировой экономики и транснационализации 
процессов создания современной наукоемкой продукции. Инерция самоизоляции отечественного научно-
промышленного комплекса и невостребованность интеллектуального потенциала внутри страны влекут за со-
бою консервацию результатов НИОКР с последующей утратой их ценности и сохранением причин «утечки 
умов» из Российской Федерации. Вместо требуемой организационной, юридической и финансовой помощи 
творческим коллективам и доведения результатов НИОКР до оборотоспособного рыночного продукта ряд гос-
ударственных органов в последнее время только усиливали фискальный нажим на создателей наукоемкой 
продукции. Преодоление таких негативных тенденций требует активизации государственных усилий по ком-
мерциализации результатов НИОКР, продвижению российских технологических достижений на зарубежные 
рынки и включению интеллектуально-кадрового потенциала страны в организацию транснационального про-
изводства наукоемкой продукции. Внедрение же инноваций в экономическую систему России позволит: 

 обеспечить рост и качественное совершенствование основного капитала, как на уровне отдельной 
фирмы, региона так и на уровне национальной экономики в целом;  

 осуществить прогрессивные структурные экономические сдвиги, которые касаются важнейших реги-
ональных экономических пропорций: воспроизводственных, отраслевых, стоимостных;  

 реализовать новейшие достижения научно-технического прогресса и повысить на этой основе эффек-
тивность производства на микро-, мезо- и макроуровне. 

Вышеуказанные обстоятельства позволят не только ускорить экономическое развитие государства, но и 
достичь необходимого уровня конкурентоспособности с целью свободного соперничества на мировых рын-
ках товаров и услуг. 
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Введение. Система «хищник - жертва» - сложная экосистема, для которой реализованы долговременные 
отношения между видами хищника и жертвы, типичный пример коэволюции. Отношения между хищника-
ми и их жертвами развиваются циклически, являясь иллюстрацией нейтрального равновесия [2]. 

                                                           
 Чистяков А. Е., Першина Ю. В., 2013 
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Модель «хищник - жертва» все чаще используется не только для моделирования поведения сообществ в 
экологии, но и применяется к социальным и экономическим моделям, что указывает на актуальность рас-
сматриваемой задачи. 

Цель данной работы состоит в рассмотрении системы дифференциальных уравнений в форме Лотки-
Вольтерра [Там же], построении дискретной схемы повышенной степени точности, разработке комплекса 
программ для численной реализации поставленной задачи и визуализации полученных результатов.  

Для аппроксимации уравнений системы используем метод конечных объемов, учтем заполненности об-
ластей, что позволит рассматривать задачу в произвольной области, граница которой имеет ступенчатую 
форму. При этом получим более точную аппроксимацию уравнений на границе. 

Рассматриваемая модель системы «хищник - жертва» имеет большую практическую значимость для мо-
делирования экологических систем, где в расчет принимаются более одного вида живых существ, одни из 
которых поглощаются другими. 

1. Постановка начально-краевой задачи. Исходными уравнениями динамики популяций (модель 
«хищник - жертва») являются [3-5]: 

- уравнение, описывающее диффузионное перемещение жертв, а также динамику изменения их концен-
трации за счет роста и смертности запишется в виде: 

' ' ' ' '
1 0 2( ) ( ) ( )t N x x N y yN N N C N N N C P      ;       (1) 

- уравнение, описывающее диффузионное и конвективное перемещение хищников, а также динамику 
изменения их концентрации за счет роста и смертности запишется в виде: 

' ' ' ' ' ' '
3 4( ) ( )t x y P x x P y yP uP vP P P C P C NP       ;      (2) 

- уравнения для компонентов вектора скорости конвективного движения хищников в направлении гради-
ента жертв запишутся в виде: 

' ' ' ' ' ' ' '
5( ) ( ) ( )t x y v x x v y y xu u uu vu u u C N               (3) 

' ' ' ' ' ' ' '
5( ) ( ) ( )t x y v x x v y y yv v uv vv v v C N         ,      (4) 

где N  - концентрация жертв; P  - концентрация хищников; 0N  - предельная концентрация; u , v  - ком-
поненты вектора скорости конвективного движения хищников; 1C  - коэффициент роста жертв, 2C  - коэф-
фициент смертности жертв; 3C  - коэффициент роста хищников; 4C  - коэффициент смертности хищников; 

5C  - коэффициент таксиса; N  - коэффициент диффузионного перемещения жертв; P  - коэффициент 
диффузионного перемещения хищников; v  - коэффициент диффузионного обмена для вектора скорости; 
 ,   - весовые коэффициенты. Расчет скорости движения водной среды производится на основе математи-
ческих моделей гидродинамики [1; 16; 17]. 

Система уравнений (1)-(4) рассматривается при следующих начальных 
0( , , ) ( , )N x y t N x y , 0( , , ) ( , )P x y t P x y ,       (5) 

( , , ) 0u x y t  , ( , , ) 0v x y t  , при 0t   
и граничных условиях: 

( , , ) 0nN x y t  , ( , , ) 0nP x y t  ,        (6) 
( , , ) 0u x y t  , ( , , ) 0v x y t  , при ( , )x y   

2. Дискретная математическая модель динамики популяций. Расчетная область вписана в прямо-
угольник. Покроем область равномерной прямоугольной расчетной сеткой t x y      . Дискретные 
аналоги операторов конвективного и диффузионного переноса в случае граничных условий в форме Нейма-
на могут быть записаны в следующем виде [7; 11; 12; 14]: 

     1, , , 1,
0 1 1/2, 2 1/2,, ,, 2 2

i j i j i j i j
x i j i ji j i ji j

x x

c c c c
q uc q u q u

h h
 

 

 
   

       1, , , 1,
0 1 1/2, 2 1/2,2 2, ,,

i j i j i j i j
x i j i ji j i ji j x

x x

c c c c
q c q q

h h
  

 

 

 
  , 

где mq  - коэффициенты заполненности контрольных областей. 
Аппроксимация уравнения (1) в случае граничных условий в форме Неймана имеет вид: 

      1, ,, ,
0 1 2,, 1/2,

ˆ
i j i ji j i j

Ni ji j i j
x

N NN N
q q

h









        (7)

 

       , 1, , 1 ,
2 32 2, 1/2, , , 1/2

i j i j i j i j
N Ni j i j i j i j

x y

N N N N
q q

h h
 

 

 

 
  

 
        , , 1

4 0 1 0 , , 2 ,2, , 1/2 ,
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N i j i j i ji j i j i j
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N N
q q C N N N C P

h
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


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где N̂  - значение концентрации жертв на следующем временном слое, N  - значение концентрации 
жертв на текущем временном слое,  , , ,

ˆ 1i j i j i jN N N     0,1  . 
Дискретный аналог уравнения (2) примет вид: 

    1, ,, ,
0 1 1/2,,,

ˆ

2
i j i ji j i j

i ji ji j
x

P PP P
q q u

h






         (8) 

   , 1, , 1 ,
2 1/2, 3 , 1/2, ,2 2

i j i j i j i j
i j i ji j i j

x y

P P P P
q u q v

h h
 

 

 
    

     , , 1 1, ,
4 , 1/2 1 2, , 1/2,2

i j i j i j i j
i j Pi j i j i j

y x

P P P P
q v q

h h

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 

 
    

       , 1, , 1 ,
2 32 2, 1/2, , 1/2,

i j i j i j i j
P Pi j i j i ji j

x y

P P P P
q q

h h
 

 

 

 
  

 
       , , 1

4 0 3 4 , ,2, , 1/2 ,
i j i j

P i j i ji j i j i j
y

P P
q q C C N P

h







     

Запишем аппроксимацию уравнений (3)-(4) в случае граничных условиях первого рода: 
- для компоненты u : 

1, , , 1,, ,
, 1/2, 1/2,

ˆ
2 2

i j i j i j i ji j i j
i j i j i j

x x

u u u uu u
u u u

h h
 



 

 

 
   

  

 , 1 , , , 1 1, ,
, 1/2 , 1/2 21/2,2 2

i j i j i j i j i j i j
i j i j v i j

y y x

u u u u u u
v v

h h h


  

  

  
   


 

   , 1, , 1 ,
2 21/2, , 1/2

i j i j i j i j
v vi j i j

x y

u u u u
h h

 
 

 

 
     , , 1 1, 1,

52, 1/2 2
i j i j i j i j

v i j
y x

u u N N
C

h h


  



 
 ;  (9) 

- для компоненты v : 

1, , , 1,, ,
, 1/2, 1/2,

ˆ
2 2

i j i j i j i ji j i j
i j i j i j

x x

v v v vv v
v u u

h h
 



 

 

 
   

  

 , 1 , , , 1 1, ,
, 1/2 , 1/2 21/2,2 2

i j i j i j i j i j i j
i j i j v i j

y y x

v v v v v v
v v

h h h


  

  

  
   


 

   , 1, , 1 ,
2 21/2, , 1/2

i j i j i j i j
v vi j i j

x y

v v v v
h h

 
 

 

 
     , , 1 , 1 , 1

52, 1/2 2
i j i j i j i j

v i j
y y

v v N N
C

h h


  



 
   (10) 

Выражения (9)-(10) аппроксимируют уравнения (3)-(4) в случае ступенчатой формы расчетной области. 
Уравнения (7)-(10) являются дискретным аналогом системы уравнений (1)-(4), описывающей поведение 

динамики изменения концентрации популяций, состоящей из двух видов. Первый вид условно назовем 
жертвами, второй - хищниками. 

3. Результаты работы программного комплекса. В целях моделирования возможных сценариев пове-
дения биологической системы, состоящей из хищников и жертв, был разработан комплекс программ. Рас-
сматривается двумерная сетка размером 100x100 ед., шаг по пространству равен 1, шаг по времени равен 
0,01. Вес для разностной схемы равен 0,5. В начальный момент времени моделирования концентрация 
жертв задавалась постоянным значением равным 1, исходная концентрация хищников приведена на Рис. 1. 
Концентрация хищников показана палитрой. При моделировании изменения концентрации популяций ис-
пользованы следующие параметры: предельная концентрация, коэффициент роста жертв 1 1C  , коэффици-
ент смертности жертв 2 1C  , коэффициент роста хищников 3 1C  , коэффициент смертности хищников 

4 1C  , коэффициент таксиса 5 10C  , коэффициент диффузии равен 1.  
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Рис. 1. Начальное распределение концентрации хищников 
 
На Рис. 2-5 приведены результаты использования предложенных алгоритмов и построенного на их осно-

ве программного обеспечения. Стрелочками показано направление движения хищников, цветом показана 
концентрация популяций. 

 

 
 
Рис. 2. Распределение концентраций жертв (слева) и хищников (справа) через время 100 у.е. 
 

 
 
Рис. 3. Распределение концентраций жертв (слева) и хищников (справа) через 500 у.е. 
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Рис. 4. Распределение концентраций жертв (слева) и хищников (справа) через 1000 у.е. 
 

 
 
Рис. 5. Распределение концентраций жертв (слева) и хищников (справа) через 1500 у.е. 
 
Из приведенных рисунков видно периодическое изменение концентраций популяций. Возможны другие 

сценарии развития этой экосистемы. Например, система выходит на стационар или наступает полное по-
глощение жертв хищниками, после чего хищники умирают. 

Из приведенного примера видно, что разработанное программное обеспечение может быть применено 
для моделирования развития экосистем, состоящих из двух видов, один из которых поглощает другой. 

Вывод. В данной работе рассмотрена математическая модель системы «хищник - жертва». Для системы 
дифференциальных уравнений, описывающих данную модель, составлены дискретные аналоги, разработан 
комплекс программ. На Рисунках 1-5, иллюстрирующих полученные результаты, наблюдается характерное 
«запаздывание» максимальной численности хищников относительно максимальной численности жертв. 

Отличительные особенности разработанных алгоритмов и выполненной на их основе программной реа-
лизации - это высокая размерность задачи, возможность привязки к реальной физической экологической си-
стеме, учет заполненности контрольных объемов в дискретных алгоритмах, что позволяет получать доста-
точно высокую точность даже на грубых сетках за счет более точной аппроксимации границы. 
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УДК 519.6 
Физико-математические науки 
 
В работе освещены вопросы построения пространственно-одномерной математической модели распростра-
нения поверхностных волн. Разработаны и программно реализованы математические модели гидродинамиче-
ских процессов, основанные на волновом уравнении с учетом нелинейных процессов и без их учета, и модель, 
описываемая системой уравнений Навье-Стокса. На основе численных экспериментов показана целесообраз-
ность использования модели движения водной среды, описываемой системой уравнений Навье-Стокса. 
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Для задач математического моделирования гидродинамических процессов в водоемах актуальной оста-
ется проблема построения и практического использования математических моделей движения водной среды 
на мелководье под воздействием поверхностных гравитационных волн. Одним из наиболее эффективных 
методов исследования реальных процессов гидродинамики в настоящее время становится численное моде-
лирование [4; 11; 13]. 

Цель работы заключается в построении и реализации одномерных непрерывных и дискретных моделей 
распространения поверхностных волн в прибрежных водных системах, описывающих переформирование 
прибрежной зоны водоемов под воздействием движения воды и гравитационных сил, удовлетворяющих ос-
новным законам сохранения. 
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