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УДК 519.6 
Физико-математические науки 
 
В работе предложен вариант интегро-интерполяционного метода, учитывающий степень заполненности 
контрольных ячеек. Показано, что представленные аппроксимации имеют второй порядок погрешности по 
пространственной переменной. Приведено описание дискретной математической модели транспорта ве-
ществ, устойчивость которой проверена на основе сеточного принципа максимума. Предложенные сеточ-
ные уравнения записаны в канонической форме. Проверено условие применимости сеточного принципа мак-
симума и показана условная устойчивость разностных схем по начальным данным, граничным условиям и 
правой части, представлена консервативность оператора диффузионного переноса.  
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ПОСТРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ,  

УЧИТЫВАЮЩИХ СТЕПЕНЬ ЗАПОЛНЕННОСТИ КОНТРОЛЬНОГО ОБЪЕМА  
ДЛЯ ЗАДАЧИ ДИФФУЗИИ-КОНВЕКЦИИ-РЕАКЦИИ 

 
Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России»  

на 2009-2013 годы (грант № 14.A18.21.0680). 
 

Введение. При численном моделировании физических процессов часто приходится решать задачу диф-
фузии-конвекции-реакции. Для построения разностных схем, как правило, используется интегро-
интерполяционный метод. В работе предложен вариант данного метода, в котором учитывается степень за-
полненности (заполненность) контрольных ячеек, а также предложены аппроксимации операторов диффу-
зионного и конвективного переноса. В случае отсутствия учета частичной заполненности ячеек решение 
имеет «дефекты», связанные со ступенчатым представлением границы области на прямоугольной сетке. В 
то же время алгоритм расчета, учитывающий частичную заполненность ячеек, лишен этого недостатка. Та-
ким образом, удается добиться повышения реальной точности решения в случае сложной геометрии иссле-
дуемой области за счет улучшения аппроксимации границы. 

Постановка задачи. Рассмотрим задачу транспорта веществ, которая может быть представлена уравне-
нием диффузии-конвекции-реакции: 

   t x y x yx y
с uc vc c c f                   (1) 

с граничными условиями: 
( , , )n n nc x y t c    ,          (2) 

где u,v - компоненты вектора скорости, μ - коэффициент турбулентного обмена, f - функция, описываю-
щая интенсивность и распределение источников. 

Построение дискретной модели. Расчетная область вписана в прямоугольник. Для численной реализа-
ции дискретной математической модели поставленной задачи вводится равномерная сетка: 

 , , ;n
h i x j yw t n x ih y jh     0.. , 0.. , 0.. ;t x yn N i N j N    

, ,t x x x y y yN T N h l N h l    ,
 

где   - шаг по времени, xh , yh - шаги по пространству, tN  - верхняя граница по времени, xN , yN  - гра-
ницы по пространству. 

Для аппроксимации уравнения (1) по временной координате используем схемы с весами [2; 10] 

   
ˆ

x y x yx y

c c uc vc c c f 


 
        ,       (3) 

где  ˆ 1c c c    ,  0,1   - вес схемы. 
Ячейки представляют собой прямоугольники, они могут быть заполненными, частично заполненными 

или пустыми. Центры ячеек и узлы разнесены на 2xh  и 2yh  по координатам x  и y  соответственно.  
 

                                                           
 Чистяков А. Е., Фоменко Н. А., 2013 
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Обозначим через ,i jo  заполненность ячейки ( , )i j . В окрестности узла ( , )i j  лежат ячейки ( , )i j , ( 1, )i j , 
( , 1)i j  , ( 1, 1)i j  . 

Вводятся коэффициенты 0q , 1q , 2q , 3q , 4q , описывающие заполненность контрольных областей, нахо-
дящихся в окрестности ячейки [6]. Значение 0q  характеризует заполненность области 0D :  1/2 1/2,i ix x x  , 

 1/2 1/2,j jy y y  , 1q  - 1D :  1/2,i ix x x  ,  1/2 1/2,j jy y y  , 2q  - 2D :  1/2 ,i ix x x ,  1/2 1/2,j jy y y  ,  

3q  - 3D :  1/2 1/2,i ix x x  ,  1/2,j jy y y  , 4q  - 4D :  1/2 1/2,i ix x x  ,  1/2 ,j jy y y . Заполненные части обла-

стей mD  будем называть m , где 0..4m  . В соответствии с этим коэффициенты mq  можно вычислить по 
формулам: 
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После проведения ряда преобразований дискретный аналог уравнения диффузии-конвекции-реакции (1) 
с граничными условиями третьего рода (2) будет иметь следующий вид: 

     1, , , 1,, ,
0 1 1/2, 2 1/2,, ,,

ˆ
2 2

i j i j i j i ji j i j
i j i ji j i ji j

x x

c c c cc c
q q u q u

h h

 

 

 
  

 

     , 1 , , , 1 1, ,
3 , 1/2 4 , 1/2 1 1/2, 2, ,, 2 2

i j i j i j i j i j i j
i j i j i ji j i ji j

y y x

c c c c c c
q v q v q

h h h


  
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  
     

     , 1, ,
2 1/2, 1 2 ,2, , ,

i j i j x i j x
i j i ji j i j i j

x x

c c c
q q q

h h
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 




 
   

 
   , 1 , , , 1

3 , 1/2 4 , 1/22 2,,
i j i j i j i j

i j i ji ji j
y y

c c c c
q q

h h
 

 

 

 
        ,

3 4 , 0 ,,, ,
y i j y

i j i ji ji j i j
y

c
q q q f

h
 




   (4) 

Таким образом, получили дискретные аналоги операторов конвективного и диффузионного переноса в 
случае частичной заполненности ячеек. 

Аппроксимация операторов диффузии-конвекции. Рассмотрим дискретные аналоги операторов кон-

вективного xuc  и диффузионного переноса  x x
c  в случае частичной заполненности ячеек, которые могут 

быть записаны в следующем виде: 

     1, , , 1,
0 1 1/2, 2 1/2,, ,, 2 2

i j i j i j i j
x i j i ji j i ji j

x x

c c c c
q uc q u q u

h h
 

 

 
       (5) 

       1, , , 1,
0 1 1/2, 2 1/2,2 2, ,,

i j i j i j i j
x i j i ji j i ji j x

x x

c c c c
q c q q

h h
  

 

 

 
       (6) 

    ,
1 2 ,, ,

x i j x
i ji j i j

x

c
q q

h
 




  , 

где 0q , 1q , 2q  - заполненности контрольных областей, ,  - коэффициенты, стоящие в граничных условиях. 
Для определения погрешности аппроксимации выражений (5)-(6) будем доопределять расчетную область. 

Выражение (5) можно рассмотреть в случае    1 2, ,
1i j i jq q  , при этом можно утверждать, что погрешность 

аппроксимации полученного выражения равна погрешности исходного выражения. Влияние граничных усло-
вий учитывается в выражении (6). Для определения погрешности аппроксимации выражения (6) нужно рас-
смотреть два случая: первый случай не учитывает влияния границы    1 2, ,

1i j i jq q  , второй случай учитыва-

ет    1 2, ,
1; 0i j i jq q  , т.к. аппроксимация (6) может быть записана через линейную комбинацию аппрокси-

маций, полученных в этих двух случаях. Таким образом, получим, что для определения погрешностей аппрок-
симаций выражений (5)-(6) достаточно исследовать на точность следующие аппроксимации: 

- дискретный аналог оператора конвективного переноса в случае отсутствия влияния границы области 
1, , , 1,

1/2, 1/2,2 2
i j i j i j i j

x i j i j
x x

c c c c
uc u u

h h
 

 

 
  ;       (7) 

- дискретный аналог оператора диффузионного переноса в случае отсутствия влияния границы области 

  1, , , 1,
1/2, 1/2,2 2

i j i j i j i j
x i j i jx

x x

c c c c
c

h h
  

 

 

 
  ;       (8) 
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- дискретный аналог оператора диффузионного переноса в случае наличия влияния границы области 

  1, ,
1/2, 2/ 2 i j i j

x i jx
x

c c
c

h
 






 

,
,

x i j x
i j

x

c
h

 



       (9) 

Погрешность аппроксимации оператора диффузии-конвекции. Найдем погрешность аппроксимации 
выражения (7), для этого воспользуемся разложением в ряд Тейлора относительно узла  ,i j  значения 

функций в узлах  1,i j  и  1,i j  

     
2

3
1, , , , 2

x
i j i j i j x i j x

hc c c h c O h
            (10) 

     
2

3
1, , , , 2

x
i j i j i j x i j x

hc c c h c O h
            (11) 

Подставим выражения (10)-(11) в аппроксимацию (7), в результате чего получим: 

     1/2, 1/2, 1/2, 1/2, 2
, ,2 4

i j i j i j i j
x i j i j x x

u u u u
uc c c h O h         

Принимая во внимания следующие выражения 
 2

1/2, 1/2, ,2i j i j i j xu u u O h    ,  1/2, 1/2,i j i j xu u O h   , 
получим 

   1, , , 1, 2
1/2, 1/2, , ,2 2

i j i j i j i j
i j i j i j i j x

x x

c c c c
u u u c O h

h h
 

 

           (12) 

Найдем погрешность аппроксимации выражения (8), для этого воспользуемся разложением в ряд Тейло-
ра относительно узла  ,i j  значений функции c  в узлах  1,i j  и  1,i j  

       
2 3

4
1, , , , ,2 6

x x
i j i j i j x i j i j x

h hc c c h c c O h
             (13) 

       
2 3

4
1, , , , ,2 6

x x
i j i j i j x i j i j x

h hc c c h c c O h
             (14) 

Подставим выражения (13)-(14) в аппроксимацию (7), в результате чего получим: 

     1/2, 1/2, 1/2, 1/2,
, ,2

i j i j i j i j
x i j i jx

x

c c c
h

   


             2
1/2, 1/2, , 6

x
i j i j i j x

hc O h  
   

Принимая во внимания следующие выражения 

 2
1/2, 1/2, ,2i j i j i j xO h      ,    2

1/2, 1/2, ,i j i j i j x xh O h   
   , 

получим 

   1, , , 1, 2
1/2, 1/2, , ,2 2

i j i j i j i j
i j i j i j i j x

x x

c c c c
c O h

h h
  

 

 

      
 

     (15) 

Каноническая форма сеточных уравнений. Для исследования устойчивости воспользуемся принципом 
максимума. Для этого запишем исходную дискретную модель транспорта веществ, описываемую уравнени-
ем диффузии-конвекции с граничными условиями третьего рода (4) в каноническом виде. 

            
 

,
Q Ш P

L c P A P c P B P Q c Q F P


   ,      (16) 

где L - некоторый сеточный оператор,  ,i jP x y  - центр шаблона,  

          1 1 2 1 3 1 4 1, , , , , , ,i j i j i j i jШ Р Q x y Q x y Q x y Q x y   
  - окрестность центра шаблона. 

Достаточные условия устойчивости. Условием применимости принципа максимума являются: 
  0,A P    , 0B P Q  ,      

 

, 0
Q Ш P

D P A P B P Q


        (17) 

Данное условие является достаточным для монотонности разностных схем. Проверим условие примени-
мости принципа максимума. Из положительности коэффициентов стоящих в окрестности центра шаблона  
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, 1,4i   

следует 
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x
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Q P
h u
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        (18) 
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Ограничения на шаг по времени имеют вид: 
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1 yx
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В случае неявной схемы ( 1  ) отсутствует ограничение на шаг по временной координате. Условием 
монотонности явной схемы для уравнения диффузии в случае граничных условий первого и второго рода 
является:    2 / 2minxh P  . 

Проверка устойчивости. Согласно принципу максимума выполнения условий (3), имеет место следую-
щая оценка: 

ˆ /
c c

c F D , 
где F  - значение функции, стоящей в правой части сеточного уравнения, D  - диагональное преобладание. 
Следовательно, для исходного уравнения имеет место оценка: 
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Из полученного выражения следует устойчивость исследуемых математических моделей волновых про-
цессов по начальным данным, граничным условиям и правой части.  

Консервативность. Консервативность операторов конвективного и диффузионного переноса будем рас-
сматривать на основе дискретной модели транспорта веществ, описываемую уравнением диффузии-
конвекции с граничными условиями третьего рода (4). 

Проверим баланс вещества. Для этого просуммируем уравнение (4) по всей расчетной области с учетом 
 1/2, 1, , / 2i j i j i jc c c   ,

 
в результате чего получим 
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где ,x yu v  - операторы первой разностной производной. 
Из полученного равенства следует, что оператор диффузии не вносит вклад в суммарную концентрацию 

вещества. Оператор конвективного переноса не является консервативным в случае невыполнения условия 
несжимаемости среды 0x yu v  . Если среда сжимается (расширяется), то концентрация увеличивается 
(уменьшается), что иногда удобно при моделировании реальных физических процессов.  

Выводы. При использовании подобной методики получаются достаточно гладкие решения даже на гру-
бых сетках. Такой подход имеет ряд преимуществ по сравнению с методами, использующими σ-сетки. Во-
первых, предлагаемый в статье метод позволяет проводить аппроксимацию на структурированных сетках, 
для которых расчетные узлы расположены в центрах контрольного объема, что позволяет получить более 
точную аппроксимацию. Во-вторых, данный подход более прост в реализации по сравнению с методами, 
использующими σ-сетки, при тех же условиях применимости, что позволяет строить более сложные модели. 
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УДК 51 
Технические науки 
 
Метод последовательной перекачки нефтей и нефтепродуктов заключается в том, что в магистральный 
трубопровод последовательно и непрерывно закачиваются отдельные партии нефтей или нефтепродук-
тов, различных по своим качественным показателям. Достоинства метода - равномерная поставка разно-
сортных продуктов потребителю, разгрузка железнодорожного транспорта. Недостаток - образование 
технологической смеси, которая для своего исправления требует дополнительных ресурсов. Теоретические 
закономерности смесеобразования наиболее полно разработаны для продуктов, отличающихся по плотно-
сти и вязкости. Если в будущем, в связи с разработкой северных месторождений, будет востребована по-
следовательная перекачка нефтей, разных по классу и типу, то уравнение по определению объема смеси 
должно быть откорректировано для новых условий. 
 
Ключевые слова и фразы: нефть; нефтепродукты; последовательная перекачка; смесеобразование; техноло-
гическая смесь; объем смеси; компаундирование.  
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НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ ПО ПРИМЕНЕНИЮ ОСНОВНОГО УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОЦЕНКИ 
ОБЪЕМА СМЕСИ, ОБРАЗУЮЩЕЙСЯ В ПРОЦЕССЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ ПЕРЕКАЧКИ 

НЕФТЕЙ И НЕФТЕПРОДУКТОВ МЕТОДОМ ПРЯМОГО КОНТАКТИРОВАНИЯ 
 

Последовательная перекачка нефтей, нефтепродуктов по магистральным трубопроводам методом прямо-
го контактирования предполагает закладку в трубопровод последовательно и непрерывно различных по ка-
чественным показателям нефтей или нефтепродуктов отдельными партиями определенного объема. При 
этом обеспечивается максимальная загрузка трубопровода, равномерная поставка различных нефтепродук-
тов потребителю на всей протяженности магистрального трубопровода, разгружается железнодорожный 
транспорт, особенно в зимний период времени. Такой метод перекачки разносортных нефтей позволяет го-
товить нефть нужного качества как головной ЛПДС, так и на любой промежуточной станции или на  
конечном пункте с резервуарными парками, куда была прокачена нефть с показателями качества, не отве-
чающими требованиям потребителя, и которую необходимо довести до показателей качества, позволяющих 
ее откачку в МНП или отгрузку в другие виды транспорта. В случае нефтепродуктов последовательная пе-
рекачка позволяет поставлять их для внутренних нужд народного хозяйства и на экспорт в достаточно ши-
роком ассортименте. Однако при последовательной перекачке продуктов, которые отличаются по плотно-
сти, вязкости, содержанию серы или по другим характеристикам, этот метод перекачки имеет существенный 
недостаток. В зоне контакта двух, следующих внутри трубопровода друг за другом нефтей или нефтепро-
дуктов, образуется технологическая смесь, т.е. смесь, образование которой предотвратить невозможно. 
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