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УДК 512.7 
Физико-математические науки 
 
В работе рассматриваются вопросы построения способов решения многомерных дифференциальных урав-
нений второго порядка в частных производных на примере решения многомерного уравнения Гельмгольца. 
Аналогичные решения могут быть получены для волнового уравнения, уравнения теплопроводности, урав-
нения диффузии, уравнения Лапласа. Особое внимание следует уделить решению уравнений размерности  
2n-1, что соответствует применению многомерных векторных алгебр.  
 
Ключевые слова и фразы: многомерные дифференциальные уравнения; частные производные; второй поря-
док; Гельмгольц; Лаплас; уравнение теплопроводности; волновое уравнение; уравнение диффузии; размер-
ность пространства; многомерное пространство; многомерная векторная алгебра. 
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РЕШЕНИЯ МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА© 
 

3-D 2m-1 2n+1 
2n+1 7-D 2m-1 
2m-1 2n+1 15-D 

 
Будем искать решения D=λi+i-мерного уравнения Гельмгольца 
(i = 1, 2, …, D-2, D-1), (λi = D-1, D-2, …, 2,1) 

2
i i i iΔ Φ m Φ 0  , 

записанного в сферической D-мерной системе координат   11 1 2 2Φ r , ,...,    [1; 2], понимая под D раз-

мерность векторной алгебры, в виде: 
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где i iS sin , методом разделения переменных, полагая 
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В результате имеем  
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т.е., полагая i=1, получим систему двух уравнений: 
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Подстановка i i 1x m r  1 2
i i iy ψ x i   во второе из них приводит к уравнению Бесселя порядка i 1 1m 2i  : 
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или 
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т.е. к цилиндрическим функциям порядка i 1 1 2im   . 
Решения первого уравнения системы 
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при 
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В результате имеем 

 1

1 1

2 1 1
1 2 2 1 1 1 1 2

1

sin 0
sin sin

i

i i

i i i
i i i i i i i i

i i i i

dd m m
d d





 
  

   


 

  
       



 
        

 
 

или 

   
 

1 1

3

1 2 2
2 2 2\

2

sin ψ m m sin ψ Δ Φ- m m ,
sin ψ Φ

i i

i

i i i i i i i i i
i i i

i i i

 



  




 



  
  



  
    

т.е., при i=1 получим систему двух уравнений: 
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Вводя переменную cosi ix   и обозначая    V x ψi i i i , из второго уравнения получим соотношение 
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Это уравнение может рассматриваться как частный случай более общего уравнения 
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для которого подстановка      
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Обозначив далее 12 2i i im      и 1- ,i i im m n  получим уравнение 
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Одним из решений этого дифференциального уравнения являются функции Гегенбауэра, выражаемые 
через гипергеометрическую и гамма-функции: 
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как многочлены при значениях in  с коэффициентами при inh  в разложении функции   i-21-2hx h
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В частности, при 2i  , 2 2D    имеем: 
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и, следовательно,  
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Решения первого уравнения системы 
 i 1 i 1 i 1 i 1 1 i 1Δ Φ m m Φ 0i       

 
при 
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В результате имеем 
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т.е., полагая i=2, получим систему двух уравнений: 
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Вводя переменную cosi ix   и обозначая    V x ψi i i i , из второго уравнения получим соотношение 
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Это уравнение может рассматриваться как частный случай более общего уравнения 
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 для которого подстановка      
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Одним из решений этого дифференциального уравнения являются функции Гегенбауэра, выражаемые 
через гипергеометрическую и гамма-функции 
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как многочлены при значениях in  с коэффициентами при inh  в разложении функции   i-21-2hx h
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В частности, при 2i  , 2 2D    имеем: 
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и, следовательно,  
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Решения первого уравнения системы 
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будем искать методом разделения переменных 

 i 1 1Φ ,...,i D        1 1 2 1,...,i i i i D         
В результате имеем 

 1

1 1

2 1 1
1 2 2 1 1 1 1 2

1

sin 0
sin sin

i

i i

i i i
i i i i i i i i

i i i i

dd m m
d d





 
  

   


 

  
       



 
        

 
 

или 

   
 

1 1

3

1 2 2
2 2 2\

2

sin ψ m m sin ψ Δ Φ- m m ,
sin ψ Φ

i i

i

i i i i i i i i i
i i i

i i i

 



  




 



  
  



  
    

т.е., полагая i=3, получим систему двух уравнений: 
 

   
 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

0

1 sin - 0
sin sin

i

i

i i i i i i

i i i
i i i i i ii

i i

m m

m m
m m






  

 

     

  

     


      
 

 

Вводя переменную cosi ix   и обозначая    V x ψi i i i , из второго уравнения получим соотношение 

     
 3 2 1 1 12 2

2

m mdVd 1-x 1-x (m m - ) V 0
dx dx 1-x

i i ii
i i i i i i

i i i


     

    
   

 

Это уравнение может рассматриваться как частный случай более общего уравнения 

     
 2 3 i 1 i 1 i 12 2

i 2

dV m m λd 1-x 1-x m m λ - V 0,
dx dx 1-x

i ij
i i i i i

i i i

      
   

 
 

для которого подстановка      
i 1m

2 2
i i iV x 1-x y x



 ,  iV 1 0   дает 

      
2

2 i i
i i 1 i i i i 1 i i 1 i i2

i i

d y dy1 x 2m λ 1 x m m m m λ y 0,
dx dx            iy 1 0   

Обозначив далее 12 2i i im      и 1- ,i i im m n  получим уравнение 

     
2

2 i i
i i i i i i i2

i i

d y dy1-x - 2 1 x n n 2 y 0
dx dx

      

Одним из решений этого дифференциального уравнения являются функции Гегенбауэра, выражаемые 
через гипергеометрическую и гамма-функции 

 
 

   
i

i

i i i
n i i i i i i

i i

Γ n 2 1- x1C x   F(n 2 ; - n ; ; ), n 0,1,2,...
Γ n 1 Γ 2 2 2

 
 




   


 

как многочлены при значениях in  с коэффициентами при inh  в разложении функции   i-21-2hx h


  по 
степеням h: 

   
i i

i

-2
n i

0

1-2hx h C x in

n
h

 




   

При 3i  , 3 3D    имеем: 

     
2

2 3 3
3 3 3 3 3 3 3 32

3 3

d y dy1-x 2 1 x  n (n )y 0, y 1 0 
dx dx

a       
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и, следовательно,  

3 3 4

3
3 4

;

;
2

n m m

m 


 

 

 

3
3 3 3

3
4 3

;
2

;
2

m n

m







  

 

 

так что 

 
 

   
3

3

3 3 3
n 3 3 3 3 3

3 3

Γ n 2 1- x1C x  F(n 2 ; - n ; ; ),
Γ n 1 Γ 2 2 2

 
 




   


 

3n 0,1,2,...  

……………………………………………………………………………………. 
 
Аналогичным образом получаются решения подобных уравнений при  
i = 4, 5, …, D-2; λ4, λ5, …, λD-2, … 
Решение уравнения  D-2 D-2 D-2 D-2 D-2Δ Φ m m 2 Φ 0,     D-2 D-2 D-2Φ Φ ,..., D   
будем искать методом разделения переменных, т.е. 

 D-2 D-2 2Φ ,...,D D      D-1 D-1 D-1 1ψ Φ ,D D  
 

В результате имеем 

 21 2 2
2 1 1 2 2 2 12 2

2 2 2 2

(sin ) 2 0
sin sin

D D D
D D D D D D D

D D D D

dd m m
d d

 
 

   
  

      

   

 
        

 
 

или 

   
 

2 2
2 2 2 2 2 2 1 1

1 10
2 2 1

sin ψ m m 2 sin ψ Δ Φ m m 1 ,
sin ψ Φ

D D D D D D D D
D D

D D D

 



       
 

  

  
    

т.е., при i = D-2, систему двух уравнений: 
 

   
 

1 1 1 1 1

1 12
2 2 2 2 22 2

2 2

1 0

11 sin 2 - 0
sin sin

D D D D D

D D
D D D D D

D D

m m

m m
m m  

 

    

 

    

 

     


      
 

 

Вводя переменную 2 2cosD Dx   , после рассмотренных выше преобразований получим при 2 2D    

      
2

2 2 2
2 1 1 2 2 1 2 1 22

2 2

d y dy1 x 2m λ 1 x m m m m 2 y 0
dx dx

D D
D D D D D D D D D

D D

 
        

 

          

и, следовательно, 1 2 22 2D D Dm       и 2 1-D D im m n   , так что 

 
 

   
i i i

n i i i i i i
i i

Γ n 2 1- x1C x  F(n 2 ; - n ; ; ), n 0,1,2,...
Γ n 1 Γ 2 2 2

i

i

 
 




    


 

В частности, при 2i D  , 2 2D   , имеем 

     
2

2 2 2
D-2 2 2 2 2 2 22

2 2

d y dy1-x 2 1 x  n (n 2)y 0, y 1 0 
dx dx

D D
D D D D D D

D D

a D 
     

 

       

 
и, следовательно,  

D-2 D-2 D-1

D-2
D-2 D-2

;

;
2

n m m

m 


 

 

 

2
2 2 2

2
D-2 2

;
2

;
2

D
D D D

D
D

m n

m








  




  

 

 

так что 

 
 

   
2

2

2 2 2
n 2 2 2 2 2 2

2 2

Γ n 2 1- x1C x  F(n 2 ; - n ; ; ), n 0,1,2,...
Γ n 1 Γ 2 2 2

D

D

D D D
D D D D D D

D D

 
 






  
     

 


    


 

Решение уравнения  D-1 D-1 D-1 D-1 D-1Δ Φ m m 1 Φ 0,     D-1 D-1 D-1Φ Φ , D    
будем искать методом разделения переменных 

 D-1 1Φ ,D D      D-1 D-1 Dψ Φ D   
В результате имеем 

 1 1
1 1 1 12

1 1 1 1

(sin ) 1 0
sin sin

D D D
D D D D D D D

D D D D

dd m m
d d

 
 

   
 

   

   

 
        

 
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или 

   
 1 1 1 1 1 1

1
1 1

sin ψ m m 1 sin ψ Δ Φ m m 0
sin ψ Φ

D D D D D D D D
D D

D D D

 



     



 

  
    

т.е., полагая i=D-1, имеем систему двух уравнений: 
 

   
 

1 1 1 1 12
1 1

0 0

01 sin 1 - 0
sin sin

D D D D D

D D
D D D D D

D D

m m

m m
m m  

 
    

 

     


      
 

 

Вводя переменную 1 1cosD Dx   , после рассмотренных выше преобразований получим при 1 1D    

      
2

2 1 1
1 1 1 1 12

1 1

d y dy1 x 2m λ 1 x m m m m 1 y 0
dx dx

D D
D D D D D D D D D

D D

 
    

 

          

и, следовательно, 1 12 2D D Dm      и 1 1-D D Dm m n  , так что 

 
 

   
1

1

D-1 D-1 D-1
n D-1 D-1 D-1 D-1 D-1 D-1

D-1 D-1

Γ n 2 1- x1C x  F(n 2 ; - n ; ; ), n 0,1,2,...
Γ n 1 Γ 2 2 2

D

D

 
 







    


, 

что соответствует решению уравнения Лежандра. 
Таким образом, найдено решение n-мерного уравнения Гельмгольца. Аналогичным образом можно 

найти решение других многомерных уравнений в частных производных - уравнения Лапласа, волнового 
уравнения, уравнения теплопроводности, диффузии и др. [3; 4]. 
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ФОРМУЛА ПЛАНКА В D-МЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ© 
 

3-D 2m-1 2n+1 
2n+1 7-D 2m-1 
2m-1 2n+1 15-D 

 
О размерности многомерных векторных алгебр 
Широко распространенная и сыгравшая в естествознании замечательную роль трехмерная векторная ал-

гебра (Гамильтона-Грассмана), доминирующая уже в течение полутора столетий, имеет, в то же время, су-
щественные ограничения в описании различных физических процессов. Это связано, например, с тем, что 
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