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УДК 51 
Физико-математические науки 
 
Устойчивость одномерных динамических систем, которые лежат в основе математических моделей по-
пуляций растений и животных, играет важную роль в экологии. Применяемый ранее метод определения 
устойчивости полностью не решал эту проблему. Предлагается метод, основанный на теории А. М. Ляпу-
нова, который решает её полностью. 
 
Ключевые слова и фразы: теория устойчивости; нелинейная динамическая дискретная система; система 
дифференциальных уравнений; система разностных уравнений; математическая модель популяций. 
 
Легкоконец Владимир Калинникович 
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ПОЛНОЕ РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ УСТОЙЧИВОСТИ  
ДЛЯ ДИСКРЕТНЫХ ОДНОМЕРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ,  

ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПОПУЛЯЦИЙ ЖИВОТНЫХ И РАСТЕНИЙ© 
 

1. Введение 
Значительная часть математических моделей популяций растений и животных, используемых в эколо-

гии, может быть представлена нелинейными одномерными динамическими системами. Для определения 
устойчивости этих систем используется принцип сжатых отображений. Он не решает полностью данную за-
дачу. Без рассмотрения остаются критические случаи. В предлагаемой статье доказывается, что для одно-
мерных динамических моделей, используемых в экологии, можно без ограничений использовать теорию 
устойчивости А. М. Ляпунова для обыкновенных дифференциальных уравнений. Она полностью решает 
проблему устойчивости для рассматриваемых дискретных динамических систем. 

2. Дифференциальные уравнения, сохраняющие устойчивость при дискредитации 
В работе [1] изучаются дифференциальные уравнения, которые сохраняют устойчивость при дискреди-

тации, а также доказывается устойчивость полученных при этом разностных уравнений.  
Далее исследуются именно такие уравнения. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 

1
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Здесь sjp - постоянные коэффициенты, функции ( )j jf z  определены и непрерывны при jz H  

(0 )H    и обладают свойством ( ) 0j j jz f z   при 0jz  . Соответствующая (1) система разностных 
уравнений: 
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Здесь h  - шаг дискретизации ( 0)h  , а целочисленный аргумент k  принимает значения 0, 1,… . 

Допустим, что функции ( )j jf z в правой части системы (1) определены, непрерывны и jz H

 0 H   . Предположим, что выполнены условия а и b: 

а. Функции ( )j jf z  обладают свойством ( ) 0j j jz f z  . 

b. Для любого числа 1 (0, )H H  функции 1 1( ),......, ( )n nf z f z  в области 1z H  (здесь и всюду далее  

.  - евклидова норма вектора) удовлетворяют условию Липшица, т.е. можно указать положительную посто-

янную 1( )L L H , такую что, если '
1jz H , ''

1jz H , то справедливы неравенства 
' '' ' ''( ) ( )j j j j j jf z f z L z z   , 1,.....,j n  

При выполнении ограничений а и b имеет место согласованность между дифференциальными и разност-
ными уравнениями. 

Рассмотрим возмущенную систему 
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Здесь функции ( , )sq k z  заданы при 0,1.....,k   (0 )z H    , непрерывны по z  и удовлетворяют 
неравенствам 
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где 0sb  , 0  . Считаем, что выполнены предположения а и b, и допустим, что ( )j jf z  определены и 

непрерывны при (0 )jz H H    , обладают свойством ( ) 0j j jz f z  . В статье [Там же] доказано, что при 
выполнении этих условий имеет место согласованность между системой дифференциальных уравнений (1) 
и системой разностных уравнений (3). 

Системы уравнений (2), (3) находят широкое применение в эконометрике, системах автоматического ре-
гулирования, моделировании нейронных сетей и экологии.  

Если заданы нелинейные дискретные динамические системы вида 
1( , )t ty F y             (5) 

которые можно представить в виде (2), (3), то к ним можно применить, без всяких ограничений, теорию 
устойчивости А. М. Ляпунова для обыкновенных дифференциальных уравнений. В нелинейных дискретных 
динамических системах вида (5), которые применяются в экологии, функция 1( , )tF y   определена, непре-
рывна и ограничена на отрезке  0, H , а также 1( , ) 0tF y    и 1 0ty   .  

с. Если 1 0ty   , то и 1( , ) 0tF y   . 
3. Основные положения теории устойчивости А. М. Ляпунова 
Далее кратко изложим основные положения теории устойчивости, которые применяются в данной ста-

тье. Подробное изложение этой теории смотрите в работах [2; 5; 7]. 
Сначала находим неподвижные точки функции 1( )tF y  . Затем разложим функцию 1( )tF y   в ряд Тейлора 

в этих точках. Сумму членов второго порядка и выше обозначим как 1( )ts y  . Затем находим собственные 
числа линеаризированной системы.  

i) Если все собственные числа этой системы меньше единицы, то рассматриваемая дискретная динамиче-
ская система устойчива.  

ii) Наличие хотя бы одного собственного числа ведет к неустойчивости рассматриваемой дискретной ди-
намической системы.  

iii) Случай, когда имеются собственные числа, равные единице, требует дальнейшего анализа. Он явля-
ется простым, если сумма членов второго и выше порядков разложения в ряд Тейлора имеет вид:  

1
1 2( ) ...m m

t j t j t js y g y g y 

      
где 2,m   1 2, ...g g  - некоторые постоянные. В данном частном случае задача устойчивости решается 

сразу. В случае четного m , дискретная динамическая система неустойчива. Если m - число нечетное, то в  
случае 0g   дискретная динамическая система устойчива, а в случае 0g   наоборот. 

4. Доказательство возможности применения теории устойчивости Ляпунова к рассматриваемым 
дискретным динамическим системам  

Рассматриваемые в предлагаемой статье математические модели популяций представлены дискретными 
динамическими системами вида (5), где 0ty  , 1 0ty    и 1( )tF y  =0 только при 1ty  =0. Преобразуем (5) к 

виду 1 1 1( )t t t ty y F y y     . Если допустить, что 1
1
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n

sj j j t
j

h p f y k F y 



 , ( , ( ))shq k y k = 1ty   и 

1s j h n    , 11 1p  , то (5) будет приведено к виду (3). Условие (4) для рассматриваемых экологических 
моделей будет следующим 

1ty  = 1b 1( )tF y 

            (6) 

Для выполнения условия (6) всегда можно подобрать 1
1

1( )
t

t

yb
F y 





 , где 1 0ty   . Произведение 

1 1( ) 0t tF y y   , если 1 0ty   . Это следует из условия с. Для функций 1( )tF y  , которые используются в дис-
кретных динамических системах, применяемых в математических моделях популяций, всегда будет выпол-
нено условие b, так как они непрерывны и ограничены на отрезке  0, H . Таким образом, к рассматривае-
мым дискретным динамическим системам применима теория устойчивости А. М. Ляпунова. 

5. Примеры определения устойчивости дискретных динамических систем, используемых для мо-
делирования популяций  

Рассмотрим несколько нелинейных дискретных динамических систем, которые представляют различные 
математические модели популяций, и определим их устойчивость в точке 1ty  =0. 
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1) Нелинейная дискретная динамическая система:  
1
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Функция 1
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 обращается в нуль, если 1 0ty   . Разложим данную функцию в ряд Тейлора в 

окрестности точки нуль.  
Учитывая, что  
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Отсюда следует следующая система уравнений: 
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Представим данную систему в матричном виде:  
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Найдем собственные числа матрицы A 
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 
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Составим характеристическое уравнение: 
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Это уравнение имеет два корня 1 0  , 2 r  . Его корни являются собственными числами матрицы A . 
Отсюда, устойчивость рассматриваемого процесса нелинейной дискретной динамической системы зависит 
от коэффициента r . Если 1r  , то рассматриваемая нелинейная дискретная динамическая система устойчи-
ва, а если 1r  , рассматриваемая система не устойчива. Случай 1r   рассматривается отдельно. Первым 
членом разложения в ряд Тейлора функции 1( )ts y   является 2

1 2t tbry y  , где 1ty   возводится в четную сте-
пень, на основании iii) следует, что при 1r   рассматриваемая система (7) неустойчива. Окончательно по-
лучим: нелинейная дискретная динамическая система (7) устойчива, если 1r  , и - не устойчива, если r 1.  

2) Нелинейная модель Скеллама, ей соответствует нелинейная дискретная динамическая система: 
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где 0a  , 0b  . 
Функция 1
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    обращается в нуль при 1 0ty   . Разложим данную функцию в ряд Тейлора в 
окрестности точки нуль.  
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Отсюда следует: 
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Отсюда получим следующую систему уравнений: 
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Представим данную систему в матричном виде:  
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Найдем собственные числа матрицы A 
0

1 0
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 
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Составим характеристическое уравнение: 
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Это уравнение имеет два корня 1 0  , 2 ab  . Его корни являются собственными числами матрицы A . 
Отсюда, устойчивость рассматриваемой нелинейной дискретной динамической системы зависит от произ-
ведения ab . Если ab <1, то рассматриваемая система устойчива. При ab >1 рассматриваемая система не 
устойчива. Случай ab =1 рассматривается отдельно. Первый член разложения в ряд Тейлора функции 

1( )ts y   это 
2

2 1

2!
tyab  . Здесь 1ty   возводится в четную степень. Тогда на основании iii) следует, что при ab =1 

рассматриваемая система (8) устойчива. Окончательно получим: система (8) устойчива, если ab <1, и не 
устойчива, если ab 1.  

3) Нелинейная модель Морана, ей соответствует нелинейная дискретная динамическая система: 
1

1
t

t t
byyy a e


            (9) 

где 0a  , 0b  . 
Функция 1

1 1( ) t
t t

byF y ya e


   обращается в нуль, если 1 0ty   . Разложим данную функцию в ряд Тейлора в 
окрестности точки нуль.  

Учитывая, что  
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n
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получим: 
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n
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Тогда функция 1( )ts y  =  
3 4 5 1

2 2 3 41 1 1 1
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n
n nt t t t

t
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n



   
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Отсюда следует следующая система уравнений: 
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Представим данную систему в матричном виде:  
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Найдем собственные числа матрицы A 
0

1 0

a 
 
 
 

  

Составим характеристическое уравнение: 

0

1 0

a 







= ( ) ( ) 0 1a       =0 

Это уравнение имеет два корня 1 0  , 2 a  . Его корни являются собственными числами матрицы A . 
Отсюда устойчивость рассматриваемой нелинейной дискретной динамической системы зависит от коэффи-
циента a . Если a <1, то рассматриваемая система устойчива. При a >1 рассматриваемая система не устой-
чива. Случай a =1 рассматривается отдельно. Первым членом разложения в ряд Тейлора функции 1( )ts y 

 
является 2

1taby  , где 1ty   возводится в четную степень, на основании iii) следует, что при a =1 рассматрива-
емая система (9) неустойчива. Окончательно получим: система (9) устойчива, если a <1, и не устойчива, ес-
ли a 1.  

4) Нелинейная дискретная динамическая система: 

 
1

2
11

t
t

t

ryy
ay








           (10) 

где 0r  . 

Функция 
 

1
1 2

1
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t
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ryF y
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







 обращается в нуль, если 1 0ty   . Разложим данную функцию в ряд Тейло-

ра в окрестности точки нуль.  
Учитывая, что  
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получим: 
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Тогда функция 1( )ts y  = 2 2 3 3 4 1 1 1
1 1 1 12 3 4 ...... ( 1)n n n

t t t tray ra y ra y nra y 
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Отсюда получим следующую систему уравнений: 
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Представим данную систему в матричном виде:  
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Найдем собственные числа матрицы A 
0

1 0

r 
 
 
 

  

Составим характеристическое уравнение: 

0

1 0

r 







= ( ) ( ) 0 1r       =0 

Это уравнение имеет два корня 1 0  , 2 r  . Его корни являются собственными числами матрицы A . 
Отсюда устойчивость рассматриваемой нелинейной дискретной динамической системы зависит от коэффи-
циента r . Если r <1, то рассматриваемая система устойчива. При r >1 она не устойчива. Случай r =1 рас-
сматривается отдельно. Первым членом разложения в ряд Тейлора функции 1( )ts y   является 2

12 tray  , где 
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1ty 
 возводится в четную степень, на основании iii) следует, что при r =1 рассматриваемая система (10) не-

устойчива. Окончательно получим: система (10) устойчива, если r <1, и не устойчива, если r 1.  
5) Математическая модель контроля популяции с внесением стерильных насекомых, соответствующая ей 

нелинейная дискретная динамическая система: 
2
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1
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t t

Ryy R y y S
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


 

          (11) 

0R  , 0M  , S - популяция стерильных насекомых. 

Функция 
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 обращается в нуль, если 1 0ty   . Разложим данную функцию в ряд 

Тейлора в окрестности точки нуль.  

Разделим числитель и знаменатель правой части (11) на 1R
M
 . В результате получим: 
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или 
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Введем обозначения 
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Тогда получим 
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Рассмотрим случай, когда 0  , тогда:  
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Таким образом 
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Отсюда следует следующая система уравнений: 
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Представим данную систему в матричном виде:  
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Найдем собственные числа матрицы A 
0 0

1 0

 
 
 
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Составим характеристическое уравнение: 

0 0
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







= (0 ) ( ) 0 1      =0 

Это уравнение имеет два корня 1 0  , 2 0  . Его корни являются собственными числами матрицы A . 
Отсюда следует устойчивость нелинейной дискретной динамической системы (11) при любых значениях 
параметров. 
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УДК 55.3179  
Науки о земле 
 
Исследованы причины засоления почвогрунтов Ширванской степи Азербайджанской республики и его влияние 
на мелиоративное состояние орошаемых земель. Результаты анализа мелиоративного состояния орошаемых 
земель показывают, что, благодаря строительству горизонтального дренажа, достигнуто значительное 
уменьшение содержания солей в почве, обоснованы мероприятия по улучшению мелиоративных условий.  
 
Ключевые слова и фразы: режим; канал; подземные воды; дренаж; гидрогеология. 
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ПРИЧИНЫ ЗАСОЛЕНИЯ ПОЧВОГРУНТОВ ШИРВАНСКОЙ СТЕПИ  
АЗЕРБАЙДЖАНСКОЙ РЕСПУБЛИКИ И ВЛИЯНИЕ ЕГО  

НА МЕЛИОРАТИВНОЕ СОСТОЯНИЕ ОРОШАЕМЫХ ЗЕМЕЛЬ 
 

В настоящее время, несмотря на то, что в республике орошается около 1,5 млн га земель, урожайность 
сельхозкультур во многих районах не достигла проектной величины, что часто связано с неблагоприятными 
гидрогеолого-мелиоративными условиями. Неудовлетворительное мелиоративное состояние орошаемых зе-
мель приводит не только к снижению продуктивности земель, но и имеет экологические последствия, т.к. за 
счет засоления почвогрунтов наблюдается обеднение земель, а за счет близкого залегания грунтовых вод  

                                                           
 Мамедова Э. А., Алиев С. А., 2013 


