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Заключение. В работе рассмотрена проблема тригонометрической аппроксимации пространственного 
светораспределения источника света. Исходными данными для получения аналитического выражения слу-
жат результаты фотометрических измерений. 

Искомый полином предлагается строить, используя дискретное преобразование Фурье. Затем в получен-
ном выражении отбрасываются слагаемые с малыми коэффициентами при тригонометрических функциях. 
Этот метод отличается быстродействием, он нетребователен к ресурсам и может быть реализован на персо-
нальном компьютере. Корректность метода проверена путем расчета светораспределения конкретного осве-
тительного прибора. 

Автор благодарен С. В. Прыткову за предоставленные данные фотометрических измерений. 
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The dependence of light intensity on chosen direction appears a periodic function of two variables. For the approximate determi-
nation of the analytical form of this dependence on the basis of experimental data the author proposes to use discrete Fourier 
transform with two variables. This method doesn’t require large computing costs and is very fast. Its efficiency is tested while 
calculating the spatial light distribution of a particular light source. 
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Физико-математические науки 
 
Статья посвящена изучению одного из подклассов класса абелевых групп без кручения ранга 2, а именно, 
абелевых групп, являющихся подпрямой суммой двух бесконечных циклических групп с индуцирующей конеч-
ной циклической группой (такие группы называются элементарными специальными). Задача описания абе-
левых групп без кручения конечного ранга, отличного от ранга 1 (для групп ранга 1 задача решена), являет-
ся достаточно важной и активно решаемой в теории абелевых групп. Рассматриваются некоторые свой-
ства групп из данного подкласса. 
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О ПОДПРЯМЫХ СУММАХ БЕСКОНЕЧНЫХ ЦИКЛИЧЕСКИХ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП© 

 
Идея использовать понятие подпрямой суммы для изучения абелевых групп принадлежит Л. Я. Кулико-

ву [1]. Именно им была поставлена задача описания абелевых групп без кручения конечного ранга, предста-
вимых в виде подпрямой суммы абелевых групп без кручения первого ранга. 

Всюду в статье (если не сказано иначе) все группы – абелевы, А и В – бесконечные циклические группы, 
п – целое положительное число, большее 1. 
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Определение. Подгруппа G прямого произведения А  i
i

A  абелевых групп называется подпрямой сум-

мой групп Аi, если для каждого i отображение iG: G  Аi является эпиморфизмом, где i – проекция пря-
мого произведения А на прямой сомножитель Аi [4]. 

Как установлено [Там же], для того чтобы группа G являлась подпрямой суммой групп А и В, необходи-
мо и достаточно, чтобы существовали группа F и такие эпиморфизмы :A A F   и :B B F  , что для лю-
бых элементов a A  и b B , {( , ) | ( ) ( )}A BG a b a b   . 

Назовем F порождающей группой для подпрямой суммы G групп А и В, а эпиморфизмы А и В назовем 
определяющими для группы G. 

Необходимые определения и обозначения приведены в работах [1-8]. 
Определение. Если для некоторого данного числа п  1 группа G является подпрямой суммой данных 

групп А и В, порожденной конечной циклической группой Zп – аддитивной группой кольца вычетов по моду-
лю п, – то группу G будем называть элементарной специальной п-группой (esп-группой). 

В данной статье доказывается следующее основное утверждение для класса esп-групп: «Для данных 
групп А и В существует ровно Ф(п) различных esп-групп, где Ф(п) – функция Эйлера, п  1». 

Элементы 1h  и 2h  произвольной группы H будем называть сравнимыми по модулю п в группе H и обо-
значать 1 2 ( )h h nH , если 1 2( )h h nH H   . Класс вычетов по модулю п в группе H, содержащий элемент 
h, будем обозначать h . Далее, также всюду, полагаем G (или Gk, или Gm) – esn-группа; а, а1, а2, … – элемен-
ты группы А; b, b1, b2, … – элементы группы В; GA и GB – ядра группы G. 

Предложение 1. Пусть 1 2 ( )a a nA , 1 2 ( )b b nB . Тогда 1 1( , )a b G , если и только если 2 2( , )a b G . 
Доказательство. 1 2 ( )a a nA   1 2 0( )a a nA    1 2( ) Aa a G    1 2( ) 0A a a     1 2( ) ( )A Aa a  . 

Аналогично, 1 2( ) ( )B Bb b  . Следовательно, равенства: 1 1( ) ( )A Ba b   и 2 2( ) ( )A Ba b   либо одновремен-
но выполняются, либо одновременно не выполняются. Значит, для группы G имеет место либо условие а) 

1 1 2 2( , ), ( , )a b a b G , либо условие б) 1 1 2 2( , ), ( , )a b a b G . 

Следствие. Пусть (а, b)  G. Если а  а , b  b , то для любых элементов 1a a  и 1b b  (а1, b1)  G. 
Доказательство очевидно вытекает из Предложения 1. 
Предложение 2. Пусть 1 1 2 2( , ), ( , )a b a b G . Тогда 1 2 ( )a a nA  1 2 ( )b b nB . 
Доказательство. а1  а2 (пА)  А(а1) = А(а2)  В(b1) = А(а1) = А(а2) = В(b2)  b1  b2 (пВ). 
Теорема 3. Если а  пА, b  пВ, то (а, b) G. 
Доказательство. Так как AnA G , BnB G , то для любой esп-группы G A BnA nB G G G    . Откуда и 

вытекает условие теоремы. 
Пусть А   и В  , и пусть для некоторых несравнимых по модулю п целых чисел k и т (k, т  1) а = k, 

b = т. Введем следующие обозначения: dп,k – наибольший общий делитель чисел п и k, dп,m – наибольший 
общий делитель чисел п и т. 

Теорема 4. esn-группа G, такая что ( , )a b G , существует тогда и только тогда, когда , ,n k n md d . 
Доказательство. Пусть , ,n k n md d . Рассмотрим отображения :Af t t  , :Bf t t   соответственно 

групп А и В на группу Zп. Нетрудно видеть, что таким образом определенные отображения есть эпиморфиз-
мы. Тогда, ( )Af k k  , ( )Bf m m  . Откуда, очевидным образом, вытекает существование целых чисел u и 
v таких, что uk vm . В качестве определяющих эпиморфизмов подпрямой суммы групп А и В выберем 
отображения: A Auf  , B Bvf  . Следовательно, множество   , | ( ) ( )A BG x y x y    образует esn-группу, 
причем такую, что ( , )a b G , так как из вышеотмеченного следует выполнение равенств: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A A B B Ba k u f k uk vm v f m m b                . 
Таким образом, доказано, что искомая esn-группа G существует. 
Обратно. Пусть , ,n k n md d , тогда, по условию, найдутся целые числа t и s такие, что , ,n k n md t d s n    , а 

также целые числа u и v, такие что ,n kk d u  , ,n mm d v  . Допустим, что существует esn-группа G, для ко-
торой ( , )a b G . Следовательно, ( , ) ( , )ta tb t a b G   . Так как ,n kta tk td v nv     , то получаем: 

Ata tk nA G A    . Поскольку п не является делителем t, то значит п должно делить число k, и, поэтому, 

,n kd n . Но тогда Btb nB G B   . Но, так как tb tm , и п не является делителем t, то п должно делить 
число т. И значит, ,n md n . Следовательно, , ,n k n md d , что противоречит условию теоремы. Таким образом, 
предположение о существовании esn-группы G неверно. Что и требовалось доказать. 

Теорема 5. Пусть , ,n k n md d D  . Тогда существуют ровно D различных esn-групп G1, G2, …, GD, таких 
что ( , ) ia b G , где i = 1, 2, …, D. 

Доказательство. Пусть , , 1n k n md d D   . Допустим, что найдется еще одна esn-группа G  , такая что 
( , )a b G  и A  и B  – ее определяющие эпиморфизмы. Следовательно, ( ) ( )A Ba b m   , 
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( ) ( )A Aa b k     для некоторых смежных классов чисел m  и k  по модулю п. Тогда существует целое чис-

ло t, такое что k tm . Поскольку G G , то выполняется либо условие а) A A  ; либо условие б) B B  . 
Рассмотрим эти условия: 

а) A A   ( ) ( )A At a tm k a      ( )( ) 0A At a    a nA A  , что противоречит условию тео-
ремы. Следовательно, предположение о существовании еще одной esn-группы, содержащей пару (а, b), от-
личной от данной, не верно. Аналогичный вывод получается из условия б). 

Далее, пусть 1D . По Теореме 4, существует хотя бы одна esn-группа, содержащая пару 
( , ) ( , )a b k m  . Покажем, что найдется ровно D таких различных esn-групп. Не нарушая общности доказа-
тельства теоремы, положим, что 0 k m n   . 

Обозначим через 1k , 
1m , 1n , соответственно, отношения k

D
, m

D
, n

D
. 

Рассмотрим множество пар вида  1 1 1, ( )k m jn  , где j пробегает все целые числа в интервале от 1 до п. 
Пусть числа 1j  и 2j  из интервала от 1 до п различны, и пусть для esn-группы G одновременно 

 1 1 1 1, ( )k m j n G   и  1 1 2 1,( )k m j n G   . Откуда, по Предложению 2: 1 1 1 1 2 1( )m j n m j n nZ     

1 1 2 2 ( )j n j n nZ   1 2 ( )j j D , но, так как, 1 20 ,j j D   , то отсюда получаем, что 1 2j j , а это противоречит 
условию. 

Если esn-группу, элементом которой является пара  1 1 1, ( )k m jn  , обозначить через Gj для каждого целого 
числа j из интервала от 0 до D 1, то тем самым доказано, что из ряда 0 1 2 1,  ,  ,  ...,  DG G G G   все группы различны. 

Теперь покажем, что каждая группа из ряда 0 1 2 1,  ,  ,  ...,  DG G G G   содержит своим элементом пару ( , )a b . 
Действительно, для любого выбранного из интервала от 0 до D  1 числа j: 1 1( )D m jn m jn    и 

( )  ( )m m jn nB   . Тогда, по Теореме 3, для j-й esn-группы Gj одновременно ( , ) ( , ) ja b k m G    и 

   1 1 1, ( ) , ( ) jk m jn D k m jn G       . Но так как номер j выбирается произвольно из интервала от 0 до 
D  1, то получаем, что пара ( , )a b  является элементом каждой из групп 0 1 2 1,  ,  ,  ...,  DG G G G  , то есть мы 
нашли D различных esn-групп, удовлетворяющих условию теоремы. 

Пусть для еще одной esn-группы G: ( , )a b G . Тогда, по определению подпрямой суммы, в интервале от 
1 до п  1 найдется целое число l такое, что 1( , )k l G   . Но тогда 1( , ) ( , )D k l k Dl G     , и, следова-
тельно, ( )Dl m nZ , или 1 1( )l m n Z . А это означает, что для некоторого целого числа i: 1 1l m in  , а по-
скольку 1 l n  , то 0 1i D   . Это означает, что группа G есть одна из групп ряда 0 1 2 1,  ,  ,  ...,  DG G G G  . 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 6. Пусть А   и В  , ( , ) kk G   , где k – взаимно простое с п целое число, a  пА и b  
пВ. Тогда (а, b)  Gk  существуют целые числа t и s такие, что а  t, b  s, s  tk (nZ), и такие, что п не 
является их делителем. 

Доказательство. Пусть Gk – esn-группа, для которой ( , ) ka b G . Это значит, что найдутся целые числа u и 
v, такие что a u , b v . Следовательно, поскольку ( , ) kk G   , то ( , ) ku uk G   . Откуда, по Предло-
жению 2,  ( )v uk nB  , то есть  ( )v uk nZ . 

Поскольку все выше приведенные рассуждения можно провести в обратном порядке, то, очевидно, об-
ратное утверждение также справедливо. 

Теорема 7. Пусть А   и В  . Тогда каждой esn-группе – подгруппе группы A B  – можно по-
ставить в соответствие некоторый автоморфизм группы Zп, причем такое соответствие взаимно однозначно. 

Доказательство. Пусть kG – esn-группа, такая что ( , ) kk G   , и числа п и k – взаимно просты. Опреде-
лим отображение группы Zп на себя следующим образом: ( )kf a ka  для каждого элемента nа Z . Нетруд-
но видеть, что отображение kf  является автоморфизмом группы Zп тогда и только тогда, когда числа п и k 
взаимно просты. Далее каждой esn-группе Gk поставим в соответствие автоморфизм fk группы Zп. Устано-
вим, что данное соответствие от выбора пары ( , )k   в группе Gk не зависит. Действительно, пусть для не-
которого числа k  , взаимно простого с числом п, также ( , ) kk G   . Но тогда, по Предложению 2: 

 ( )k k nB  , то есть  k k nB  . Значит, для любого элемента a A :  k k a nA  , то есть 
 ( )ka k a nA  или, что равносильно, ka k a  для любого элемента nа Z . Таким образом, доказано, что ав-

томорфизм kf   совпадает с автоморфизмом kf  группы Zп. 
Далее установим взаимную однозначность данного соответствия. Пусть ( , ) kk G    и ( , ) mm G   , и пусть 

k mG G . Следовательно, по Предложению 2, элементы k  и m  несравнимы по модулю пВ в группе В, то есть, 
для произвольного элемента ( )а Z n : ka ma . Значит, автоморфизмы fk и fт группы Zп отличны друг от друга. 
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Обратно. Пусть для произвольного элемента nа Z отображение fk группы Zп на себя, определенное сле-
дующим образом: fk ( а ) = k а , где число k взаимно просто с числом п, есть автоморфизм. Тогда, по Теоре-
ме 4, существует и причем единственная esn-группа Gk, такая что ( , ) kk G   . Теорема доказана. 

Следствие. Пусть п – целое положительное число, Ф( )n  – функция Эйлера, которая определяет число 
целых чисел в интервале от 1 до п, взаимно простых с п. Для любых бесконечных циклических абелевых 
групп А и В существует ровно Ф( )n  различных esn-групп. 

Доказательство непосредственно следует из данной Теоремы 7, а также из Теорем 3 и 6. 
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В статье рассматривается процесс создания и становления народной милиции Тобольской губернии в очень 
важный период истории России – правления Временного правительства (март-октябрь 1917 г.). Анализиру-
ется деятельность тюменской милиции по борьбе с преступностью в сложных условиях смены власти в 
стране. Прослеживается преемственность царской полиции и народной милиции Временного правительства. 
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НАРОДНАЯ МИЛИЦИЯ ТОБОЛЬСКОЙ ГУБЕРНИИ  
В ПЕРИОД ВРЕМЕННОГО ПРАВИТЕЛЬСТВА© 

 
В последние годы наметились новые подходы в освещении событий 1917 г., гражданской войны и по-

следующих десятилетий, была пересмотрена роль партии большевиков и других политических сил как в 
истории страны в целом, так и в истории органов внутренних дел. Был пересмотрен и подход к народной 
милиции Временного правительства. 

Особенность процесса становления советской милиции состоит в том, что корни его уходят к Февраль-
ской буржуазно-демократической революции, когда в ходе революционных событий царская полиция была 
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