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The article reveals the necessity to create medical cadastre – an integrated tool for collecting, storing, processing and presenting 
information in public health system, which will monitor the quality of medical care and accelerate the integration of information 
in the complex structure of public health. The authors present the theoretical bases of medical cadastre, study the main issues re-
lated to improving the quality of medical care and evaluating the efficiency of medical institutions, and consider prerequisites for 
the creation of multi-layer electronic database with cloud data store of medical cadastre. 
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В работе сформулирована и доказана теорема о достаточных условиях, при которых существует устой-
чивая огибающая трехпараметрического семейства поверхностей в четырехмерном евклидовом простран-
стве. Данная статья является продолжением работ авторов, посвященных огибающим r-параметрических 
семейств поверхностей в многомерных евклидовых пространствах. 
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О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВОВАНИЯ УСТОЙЧИВОЙ  
ОГИБАЮЩЕЙ ТРЕХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СЕМЕЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ  

В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ© 
 

Как показано в работе [1], устойчивая огибающая существует для r-параметрического семейства  
2-поверхностей в En+1 при r = n-2, r = n-1 и r = n . Огибающая трехпараметрического семейства  
2-поверхностей в E4 является гиперповерхностью [Там же]. 
                                                           
© Шармин В. Г., Шармина Т. Н., 2015 
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Дадим следующее определение [Там же]. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Огибающей (участком огибающей) семейства двумерных поверхностей в четырехмер-

ном евклидовом пространстве 
r = ( , , , , )r u v    1C  
будет называться регулярная гиперповерхность 

( , , )     = 1(x ( , ,   ), 2x ( , ,   ), 3x ( , ,   ), 4x ( , ,   )) 1C , 
для которой при некотором законе прикрепления  
u = u ( , ,   ),v=v( , ,   ), = ( , ,   ), 

( , , ), ( , , )           1C  
выполняются следующие условия: 
- для каждого набора ( , ,   ) поверхность 
r (u( , ,   ),v( , ,   ), ( , ,   ), ( , , ), ( , , )        ) касается гиперповерхности ( , , )    ; 
- для любой точки ( , ,   ) можно найти окрестность, в которой не будет существовать таких функций 

1( , ), ( , ), ( , )t s t s t s C    , что 
( , , ) ( ( , , ), ( , , )),
( , , ) ( ( , , ), ( , , )),
( , , ) ( ( , , ), ( , , )).

           

           

           

 

 

 

 

ТЕОРЕМА. Пусть трехпараметрическое семейство 2-поверхностей в E4 имеет гладкость C2: 

2

( , , , , )
( ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , )) ,
r u v
x u v y u v z u v t u v С

  

           




 (1) 

a < u < b, c < v  < d, 1 2    , 1 2    , 1 2     и в точке 0 0 0 0 0( , , , , )u v     выполнены следую-
щие условия: 

( , , , ) ( , , , ) 0;
( , , , )
( , , , ) ( , , , ) 0;
( , , , )

u v

u v

D x y z tf r r r r
D u v
D x y z tg r r r r
D u v

 

 

 

 

  

  

 (2) 

[ , , ] 0;u vr r r   (3) 

0

f f
u vD
g g
u v

 

 
 
 

 

; (4) 

0

u v

u v

u u u v u u u

v u v v v v v

u v

f f f f f
g g g g g
r r r r r r r r r rh
r r r r r r r r r r
r r r r r r r r r r

  

  

  

  

       

  ; (5) 

0;

f f f
u v
g g g
u v
h h h
u v







  

  

  


  

  

  

 (6) 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

2.
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

D x f g h D y f g h D z f g h D t f g h
D u v D u v D u v D u v

rang
D x f g h D y f g h D z f g h D t f g h
D u v D u v D u v D u v

       

       

 
 
  
 
 
 

 (7) 

Тогда найдется окрестность точки 0 0 0 0 0( , , , , )u v     (a0 < u < b0, c0 < v  < d0, 0 01 2    , 
0 01 2    ,

0 01 2    ), в которой будут справедливы утверждения: 
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1. Семейство (1) имеет огибающую гиперповерхность с двумерной поверхностью F, состоящей из осо-
бых точек огибающей, допускающей задание ( , , , , )r u v     при связях 0, 0, 0.f g h    При этом F явля-
ется регулярной поверхностью. 

2. На огибающей гиперповерхности можно так выбрать параметры, что 

2
[ , , ] 0 ,

( , , ) ,
[ , , ] 0 .

наF
С

внеF
  

  

  
   

  

 
 



 

3. Каждая из 2-поверхностей трехпараметрического семейства касается огибающей в единственной точ-
ке. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме о неявных функциях система f=0 и g=0 разрешима относительно u и 
v, т.е. 

1 1( , , ) , ( , , )u u C v v C          и 

, , ,

, , .

v u v

v u v

u v u v u v

u v u v u v

u v u

u v u

u v u v u v

u v u v u v

f f f f f f
g g g g g g

u v u
f f f f f f
g g g g g g

f f f f f f
g g g g g g

v u v
f f f f f f
g g g g g g

  

  

  

  

  

  

     

     

. (8) 

Рассмотрим гиперповерхность 
( , , ) ( ( , , ), ( , , ), , , ).r u v              (9) 

Покажем, что (9) есть участок огибающей. Найдем направляющие векторы касательной гиперплоскости 
к ( , , )    : 

, , .u v u v u vr u r v r r u r v r r u r v r                       (10) 
Докажем, что ( , , )    – регулярна, т.е. [ , , ] 0.       
Из (2) следует, что 

1 1 1

2 2 2

;
.

u v

u v

r r r r
r r r r
 

 

  

  

     

     
 (11) 

Умножая скалярно первое уравнение (11) на , ,u vr r r  поочередно, получаем: 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

;
;
.

u u u v u u

v u v v v v

u v

r r r r r r r r
r r r r r r r r
r r r r r r r r

 

 

     

  

  

  

         

         

         

 (12) 

Из системы (12) найдем коэффициенты 1 1 1, ,   , учитывая (3): 

1 1,

u v u u u u u u

v v v v u v v v

v u

u u v u u u

u v v v v

u v

r r r r r r r r r r r r
r r r r r r r r r r r r
r r r r r r r r r r r r

r r r r r r r
r r r r r r
r r r r r r

   

   

         





   

 

     

     

     
 

   

  

  

1

,

,

u v u u

u v v v v

u v

u u v u u

u v v v v
u u

u v

u u v u u

u v v v v

u v

r r r r r
r r r r r r
r r r r r r

r r r r r r
r r r r r r

r rr r r r r r
W

r r r r r r
r r r r r r
r r r r r r





   





   





   



 

  

  

  

  


  
 

  

  

  

0.
v u u

u v v v v

u v

r r r r
r r r r r r
r r r r r r





   

 

   

  

 (13) 

Аналогично находятся коэффициенты 2 2 2, ,   . 
С учетом (10) и (11) получаем: 
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1 1 1

2 2 2

,
( ) ( ) ,
( ) ( ) .

u v

u v

u v

r u r v r
r u r v r
r u r v r

   

   

   



   

   

  

    

    

 (14) 

Найдем [ , , ].      

. 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2

1 2 .

[ , , ] [ , , ] ( ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )) [ , , ].

u v

u v

r r r u v u v
v u v u u v

hv u r r r
WD

       

     

  

      

     

 

     

       

    

 (15) 

Из (15) следует, что координаты вектора (15) пропорциональны якобианам: 
( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )( , , , ).
( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )

D y z t f g D x z t f g D x y t f g D x y z f g
D u v D u v D u v D u v           

 (16) 

Решим систему 0, 0, 0f g h    относительно u, v, φ. Это можно сделать, так как выполнено условие 
(6): ( , ), ( , ), ( , ).u U v V          В результате получим поверхность 

( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ), , ).R r U V            (17) 
Докажем, что (17) является регулярной двумерной поверхностью. Найдем производные вектор-функции 

(17):  
,

.
u v

u v

R r U r V r r

R r U r V r r
     

     

      

      
 (18) 

Решая систему 
0
0

0

u v

u v

u v

f U f V f f
g U g V g g
h U h V h h

    

    

    

       


      


      

 (19) 

получаем: 

, , .

v u u v

v u u v

v u u v

u v u v u v

u v u v u v

u v u v u v

f f f f f f f f f
g g g g g g g g g
h h h h h h h h h

U V
f f f f f f f f f
g g g g g g g g g
h h h h h h h h h

    

    

    

  

  

  

  

        (20) 

Аналогично находятся , , .U V    Из вышесказанного следует, что векторы R и R  коллинеарны сле-
дующим векторам: 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )( , , , ),
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )( , , , ).
( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

D x f g h D y f g h D z f g h D t f g h
D u v D u v D u v D u v
D x f g h D y f g h D z f g h D t f g h
D u v D u v D u v D u v

       

       

 (21) 

Из (7) следует, что эти векторы линейно независимы. 
Таким образом, пункты 1 и 2 Теоремы доказаны (следует из (15) и (21)). 
Докажем пункт 3 Теоремы. Докажем, что каждая из 2-поверхностей трехпараметрического семейства (1) 

касается огибающей (9) в единственной точке. 
Пусть в точке 1 1 1( , , )    гиперповерхности ( , , )    , кроме поверхности 1 1 1( , , , , )r u v    , другая по-

верхность семейства 1 1 1( , , , , )r u v     касается огибающей. Рассуждая, как при доказательстве соответству-
ющей теоремы [4], получим: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3

cos cos cos cos cos 0;
cos cos cos cos cos 0;
cos cos cos cos cos 0;
cos cos cos

u v

uu vu u u u

uv vv v v v

u v

r r r r r
r r r r r
r r r r r
r r r

  

  

  

  

    

    

    

  

         

         

         

      4 5cos cos 0.r r     

 (22) 

Легко видеть, что 2 2
4 5cos cos 0   , так как в противном случае все косинусы обращались бы в ноль, 

что противоречит (2). Из первого равенства (22) и (11) получаем: 
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1 1 4 2 5

2 1 4 2 5

3 1 4 2 5

cos cos cos ;
cos cos cos ;
cos cos cos .

    

    

    

  

  

  

 (23) 

Найдем 
1 1

1

1 1 1

1 1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

[ , , ] ( );
( , , , ) [ , , ] (

u u v u uu v u u uv v

u v u u v u

u v uu uv u u

v u v v u v uv

f r r r r r r r r r r r r

r r r r r r r r

r r r r r r r
f r r r r r r r r

   

   

  

  

 



  

 

   

  

       

       1

2 2 2

2 2 2

);

( , , , ) [ , , ] ( );

( , , , ) [ , , ] ( ).

vv v v

u u v u u v uu uv u u

v u v v u v uv vv v v

r r r

g r r r r r r r r r r r

g r r r r r r r r r r r

 

    

    



  

  

  

         

         

 (24) 

Из второго и третьего равенств (22) с учетом (23) получим: 
4 1 1 1

5 2 2 2

4 1 1 1

5 2 2 2

cos ( )
cos ( ) 0;

cos ( )
cos ( ) 0.

uu vu u u

uu uv u u

uv vv v v

uv vv v v

r r r r
r r r r

r r r r
r r r r

 

 

 

 

   

   

   

   

        

         

        

         

 (25) 

Из (24) и (25) следует 
4 5

4 5

cos cos 0;
cos cos 0.

u u

v v

f g
f g

 

 

   

   
 (26) 

Последнее равенство противоречит (4). Теорема доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Если вместо условия (5) предположить, что в точке 0 0 0 0 0( , , , , )u v     0h   и исключить 

условия (6) и (7), то можно не только доказать существование регулярной огибающей трехпараметрического 
семейства двумерных поверхностей в четырехмерном евклидовом пространстве, но и доказать ее един-
ственность и единственность закона прикрепления, как в соответствующей теореме [Там же]. 
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ABOUT SUFFICIENT CONDITIONS OF EXISTENCE OF STABLE ENVELOPE  
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In this paper the authors formulate and prove a theorem about sufficient conditions, under which a stable envelope of three-
parameter family of surfaces exists in four-dimensional Euclidean space. This article is the continuation of the authors’ works 
devoted to the envelopes of r-parameter families of surfaces in multidimensional Euclidean spaces. 
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