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УДК 621.396.965:517.977.57 
Технические науки 
 
В статье рассматривается способ решения обратной задачи динамики с минимизацией функционала не-
вязки наблюдений Красовского. На основе подхода решения обратных задач восстановления состояния ди-
намической системы по косвенным наблюдениям получили алгоритм оценивания параметров движения ле-
тательного аппарата по траекторным измерениям. Имитационное моделирование подтвердило возмож-
ность получения удовлетворительных оценок параметров движения для летательных аппаратов, пред-
ставленных нелинейными моделями и нелинейными наблюдениями. 
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СПОСОБ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ С МИНИМИЗАЦИЕЙ  

ФУНКЦИОНАЛА НЕВЯЗКИ НАБЛЮДЕНИЙ КРАСОВСКОГО 
 

Для решения задачи обработки данных летных испытаний летательных аппаратов (ЛА) статистические 
подходы не всегда применимы из-за трудности обеспечения статистической устойчивости данных о возму-
щающих воздействиях. Это связано с малым количеством испытаний, нестационарностью возмущающих воз-
действий, неадекватностью модели ЛА, а также неоднородностью условий проведения испытаний. Оценки та-
ких динамических объектов должны быть «хорошими» по одной реализации, а не только в среднем по множе-
ству. Поэтому для оценки состояния по наблюдениям в одной реализации используются подходы решения об-
ратных задач с минимизацией функционала невязки наблюдений и оценок наблюдений [3]. 

В общем виде динамика ЛА определяется дифференциальным уравнением 
0 0 0 1( ) ( , ) ( ),    ( ) ,    [ , ]f t t t t t t t= � � = �x x, x ν x x , (1) 

где ( ) nt �x R – вектор состояния системы из n -мерного векторного пространства; ( ) pt � �ν U R  — 
вектор неизвестных воздействий из ограниченного множества U p -мерного векторного пространства; 

( ) nf t �x, R – в общем случае нелинейная дифференцируемая вектор-функция своих аргументов; 
( , ) n pt � � x R R – матричная дифференцируемая функция, характеризующая эффективность управления. 

Связь между измерениями ( ) mt �y R  и состоянием системы (t)x  посредством известной сигнальной 
функции ( ) mh �x R  описывается уравнением наблюдения 

( ) ( ( )) ( )t h t t= �y x ξ ,  (2) 
где m n� ; m(t)�ξ R – вектор белых гауссовских шумов со статистическими характеристиками: 

[ ( )] 0,      ( ) ( )] ( ),TM t M[ t t τ N δ τ= �  = �ξξ ξ ξ  (3) 
m mN � �ξ R R – невырожденная симметричная положительно определенная матрица интенсивностей 

шумов; mR –m -мерное векторное пространство. 
Требуется определить оценку состояния ˆ( )tx  динамической системы (1), минимизирующей функционал 

невязки 

ˆ ˆ[ ] ( )J Ψ dt= 
1

0

t

t

x x , ( ) ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )Ψ h  h=  
T

x y x Q y x ,  (4) 

где Q  – положительно определенная матрица весовых коэффициентов. 
Задача в такой постановке является некорректной по Адамару. 
Регуляризация задачи по Тихонову может быть выполнена неклассическим функционалом – полуопреде-

ленным функционалом Красовского [3; 7], который, применительно к задаче (1)-(4), имеет вид 
1

0

1 1

0 0

0 0

1 1
ˆ ˆ[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

t t t

T 1 T 1

t t t

J x x dt t t dt t t dt  = � �  u K u u K u ,  (5) 

где 
ou – неизвестное оптимальное управление, которое определяется в процессе синтеза; третье слагаемое 

функционала (5) является дополнительным интегральным ограничением 
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1

0

o o( ) ( )

t

T 1

t

t t dt const =u K u , (6) 

которое можно трактовать как заданные обобщенные затраты на управление в некоторой оптимальной 
системе. 

Использование функционала Красовского в задачах оптимального управления позволяет уйти от решения 
нелинейного уравнения Беллмана в частных производных и заменить его решением линейного уравнения 
Ляпунова-Беллмана [1]. 

В общем случае для задачи (1)-(4) необходимо синтезировать оптимальное управление 
ou  модели оце-

ниваемого процесса 
0 0 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ),   ( ) ,   [ , ]f t t t t t t t= � � = �x x, x u x x , (7) 
минимизирующее регуляризирующий полуопределенный функционал обобщенной работы (5). 
Оптимальное управление 

ou  определяется по методу прогнозирующей модели из выражения 
1

o

ˆ[ ( ( ))]ˆ ˆ( ) ( ) ( , )
ˆ ( )

t

T T m

mt

x s
t K x G s t ds

x s




�
=  � � � �

�u ,    (8) 

где ˆ ( )mx s  – прогнозируемое (свободное) в ускоренном времени s движение модели, определяемое урав-
нением 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ, ,         ( ) (m m m s t
f s s t)

=
= =x x x x ;  (9) 

( )s,tG  – фундаментальная матрица системы, определяемая решением матричного уравнения 

( ) ( ) ( )ˆ ,      
 

s t

s,t
s,t s,t

s
=

�
= � =

� x

G
F G G I ,   (10) 

в котором ˆ ˆ
f�

=
�xF
x

 – матрица Якоби уравнения  (9). 

Пусть движение ЛА описывается уравнением 
0 0[   ],   [   ]6 3

1 1f( ) φ( ) , t , t t , t= � � � � � � � �x x x u   x X R u U R ,  (11) 

где � �1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  
T

x x x x x x – вектор положения ЛА, в котором 
1 3 5,  ,  x x x  – координаты, а 

2 4 6,  ,  x x x  – ско-

рости в инерциальной, связанной с местной, системе координат; � �2 4 6,  0,  ,  0,  ,  
T

f( ) x x x g=x – образующая 
вектор-функция ЛА; матрица эффективности уравнения )φ( x  
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x ; (12) 

( )0 5 pρ ρ exp x k= �   – зависимость плотности от высоты, в которой 
pk  – логарифмический градиент 

плотности по высоте; 2 2 2

2 4 6v x x x= � �  и 2 2

2 4pv x x= �  определяются как модуль вектора скорости и модуль 
проекции вектора скорости на горизонтальную плоскость. 

Таким образом, динамическая модель (12) учитывает основные силы, действующие на летательный ап-
парат при полете в атмосфере Земли. Она позволяет моделировать управляемый полет за счет изменения по 
заданному закону нормированных аэродинамических сил 

1 2 3,   ,   u u u , оставаясь при этом достаточно про-
стой для моделирования. 

Конкретизируем вектор наблюдений (2) � �1 2 3 4, , , 
T

y y y y=y с компонентами 
1 2 3 4, , , y y y y  (дальность, азимут, 

угол места и радиальная скорость, соответственно): 
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Параметры движения определяются из уравнения оценки, в котором ( )o 1 2 3, , T
o o ou u u=u  – вектор аэроди-

намической силы – находится в соответствии с методом прогнозирующей модели из уравнения. 
Ниже представлены результаты моделирования для плоского (в вертикальной плоскости) движения. Ста-

тистические характеристики получены на основе многократной реализации процедуры оценивания. 
 

 а)           б) 
 

  в)              г) 
 

Рис. 1. Траектория полета: а)-б) – изменение координат, проекций скорости и ускорения;  
в) вид траектории; г) угол места, радиальные дальность и скорость 

 

                 
 

               
 

                
 

Рис. 2. Оценки траектории по углу места, радиальной дальности и скорости:  
а) средние погрешности оценок координат (м); б) среднеквадратическое отклонение (СКО) погрешностей  

оценок координат (м); в) средние погрешности оценок проекций скорости (м/c); г) СКО погрешностей оценок проекций 
скорости (м/c); д) среднее значение оценки (__) и СКО (- - -) нормированной силы лобового сопротивления;  

е) среднее значение оценки (__) и СКО (- - -) нормированной подъемной силы 
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Таким образом, на основе подхода решения обратных задач восстановления состояния динамической си-
стемы по косвенным наблюдениям получен алгоритм оценивания параметров движения летательного аппа-
рата по траекторным измерениям. Имитационное моделирование подтвердило возможность получения удо-
влетворительных оценок параметров движения для ЛА, представленных нелинейными моделями и нели-
нейными наблюдениями. 
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The article discusses a way to solve the inverse dynamics problem with the minimization of Krasovskii’s observations residual 
functional. On the basis of the approach of solving the inverse problems of the recovery of the dynamic system state through in-
direct observations the authors disclosed an algorithm for estimating the parameters of the movement of an aircraft according 
to the trajectory measurements. Simulation proved a possibility of obtaining the satisfactory estimations of the parameters of mo-
tion for aircrafts presented by nonlinear models and nonlinear observations. 
 
Key words and phrases: motion parameters of aircraft; simulation; nonlinear models; state assessment; Krasovskii’s functional; 
states of dynamic system. 
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